第 l 章 - 数 和 几何 


1.1 € & 系 


DiWkEJUASRIESUHCR, Noe dS do oia p m 
P1 2A CHOKE Sp RUTEN ETER R R AERA 
Aet, Go o 
首先 介绍 数 系 的 基本 代数 性 质 ， 并 进 调 引进 实数 系 区 全 谊 性 
质 。 设 吾 是 实数 集 。 2 
A. BAE XRRR HUTI: 第 一 种 运算 出 上 加 法 
BA ARAWE HERK 有 及 内 的 一 个 元 素 cy 与 它 对 
Wa 第 二 种 运算 全 乘法 运算 ， 对 县 内 每 .… 对 元 素 z.y， CHORI) 
一 个 元 素 4g 与 它 对 应 。 这 两 种 运算 具有 以 下 性 质 ， 
1l. MERATE E BOUES VSAA GUN s 有 
册 十 对 二 好 十 证 。 
: 2. 加 法 是 可 结合 的 , 即 对 了 内 的 一 切 .和 2% 有 
(ty) tst {yti 
3 在 召 内 有 叭 -元 素 0 (F), ibd 于 六 内 的 一 切 z， 有 
£0 -sz. 
A. 对 王 内 每 一 个 元 素 e, RU EYEIE— B35063XX 7 2, 满足 
1 +l- =l, 
. 5. REEE, BRE INT My 有 
和 = Yr, . 


6. 乘法 基 可 结合 的 , 邮 对 及 内 - 一切 4 uaa A 


(zy)==z(g%2)。 
T. 在 甩 内 存在 唯一 的 元 案 1 (单位 元 素 )， 使 对 且 内 一 切 %， 
均 有 el-a, 


8， 对 五 内 每 一 个 非 零 元 素 2， 卫 内 有 唯一 元 素 a E 


Hac!-l, 
9. 150, 
i0. XR ARH zy 和 > REEM EJ 0] Ar BOR, 
Ely +2) =Y tE, 

B. 显 序 公理 “在 及 上 存在 -种 关系 <， 叫 做 小 于 ， 具 有 性 
质 : 

l. 如 果 必 和 yg 在 请 内 ,那么 下 面 的 三 个 关系 式 

TY T=Y YKE 
有 一 AA- -个 成 立 . T 

2. r&y. SÜrTO«y-z. . E 

3. i Oz $00«y, Rl Oc(m-30, 36H 0<wy, 

C. 完备 公理 ”如果 S 和 了 是 五 的 非 空子 集 * 满 足 

(i) RzSUT; 

Gi) 如 果 对 及 内 的 每 个 8。 da T gag fide d, 有 s<t， 则 在 集 

S 内 右 最 大 数 ， es eii i AERE 
EJ.. 

LRH GE TREAN, KARITEMA, ARY 
HB (A) 它 是 一 个 域 ,(B) 它 是 有 序 的 , (O) EOBUS "E Toc d 0. 
简 吾 之 ,实数 系 是 完备 的 有 序 域 ， 

ARAA GA), 我 们 可 导出 以 后 将 要 用 到 的 洽 种 代数 类 条 、 

然而 ,我 们 不 想 这 样 做 ， De oe da 
式 定理 


* 2 œ 


(æ +y) =È ( pp 


x-lü 
或 几何 级 数 的 公式 l 
I-ai (~—w) (ltr -wt te), 
从 公理 可 定义 下 整数 抹 


2,2 {1, 2, 8, =}, | 
它 是 由 数 1, i+l, Delel, HARUM. 然后 我 们 可 证 明 数 学 
归纳 法 ， | 

如 果 人 是 互 的 一 个 子 集 ,使 得 

(a) 1€ 8; 
(— (b) BReCSH (ces, 
Wi) SA TIESON. RIE LEUEN 

Z-z(5e,-2,-1,0,1,2, =}, 

和 有 理 数 集 


Q-[?; mCZ,nc 2 小 
并 验证 | 


m p mythp 
-一 十 二 = 一 一 一 全 
n g ng . . 


等 等 。 或 许 ( 逻 辑 寺 ) 我 们 可 以 进行 这 些 推 导 ， 然 而 这 将 是 耗费 时 
间 的 "而且 对 于 理解 分 析 实 际 上 又 无 任何 帮助 。 

类 似 地 可 以 从 顺序 公理 (B) (容易 地 ) 建 立 几 个 不 等 式 。 如果 
z«9,VW zci«gc du ccy3RBOxcBjercoy, zy 
H4 x«w:xc-y. <y unDEmyr. X c 的 绝对 全 定义 为 

T, An r0, 
A -| 
~% WR z«0, 
绝对 值 具有 性 质 ， 
jey; = 如 jb， 


imi + lyi, 
ur =y: ziej dy. 
这 此 不 等 式 我 们 不 还 了 ， | 
BLUE TE PU DE DOE FÉ AA, RU BAMUAX (A), 
(B). (C) di AE He Se CR D AIHER? 为 什么 要 选中 这 些 特殊 性 
质 ,并 由 它们 出 发 来 决定 实数 系 ?这 有 两 个 主要 原因 ， 
第 一 ,分 析 学 立足 于 数 的 概念 ,所 以 我 们 必须 清楚 地 闲 明 什么 
十 实数 系 。 实 数 系 的 本 质 基 于 如 下 两 个 定理 ， 全) 存在 一 个 完备 的 
有 序 域 ，(i 欠 任何 两 个 这 样 的 域 是 同 构 的 , 即 在 两 个 域 的 数 之 闻 和 在 
在 一 个 一 一 对 应 关系 ， 这 种 对 应 关系 保持 加 法 .乘法 和 顺序 运算 ， 
选中 (A),《B) 和 (0) 的 种 二 个 原因 是 这 样 做 能 帮助 我 们 理解 完 
性 (0O)。 而 实 芍 系 的 完备 性 和 关于 它 的 种 种 表示 是 本 分 析 学 的 二 
要 内 容 。 mE 
JRURIIT ARDEN SON RU BRE RUE E, Rune RE c 
TE HE LES E AEORDSE BC BO oe ME PEQIUISGAGIS, EARRA f RT 
以 看 到 完备 性 的 实质 。 现 在 我 们 将 先 说 明 什 么 是 完备 性 。 
在 观 上 ,性 质 (C) 家 明 ,如 果 把 实数 想象 为 直线 上 的 点 , 那 末 这 
直线 是 没有 空 芝 的。 我 们 怎样 才能 把 * 宜 线 ”五 分 成 两 个 半空 集合 
S 与 全 的 并 集 , 使 得 在 S 内 的 每 ~-: 个 数 均 小 子 在 了 T 了 内 的 任 一 数 呢 ? 
只 有 一 种 方法 可 以 实现 , 即 在 某 一 点 分 割 直线 ,把 它 分 制 成 两 段 。 
设 仿 是 其 中 芍 一 段 ， 而 了 古 另 一 段 ) 当 狼 ,这 分 点 本 身 必 须 放 在 妨 
内 或 普罗 内 。 从 面 分 点 必 是 内 的 最 大 数 或 者 是 严 内 的 最 小 数 .。 
确切 地 说 ,假定 选择 任 一 实数 6, 以 。 为 分 点 ， 我 们 得 到 含 于 
公理 (0) 的 两 种 略 有 不 同 的 分 割 : 
S= {5E BR: so}, 
T-20€cHii»eo, 


S = {s€ Bs <e), 

Ts Ue B Uo. 
在 第 一 个 类 型 ,S 中 有 最 大 数 ， 在 第 二 个 类 型 ,了 内 有 最 小 数 、 完 
备 性 卖 明 , 除 此 以 外 ,再 无 共 它 可 能 出 现 。 

例 1 考察 有 理 数秒 @， 它 由 一 切 有 理 数组 成 ， Jp. 5€ 
MORHUGBEIS 5PRGB-—RÉQ DDACEFUÉE.9:. 80. 18601 Er, 
4E BECA 98 QUEE R, 域 公理 是 满足 的 -同样 ,Q I L FA 
更 (BY， 因 此 ,有 理 数 系 是 有 席 域 。 编 而 ， 它 并 不 是 完备 的 。 很 号 
以 前 , 当 希 腊 和 人 就 注意 到 (粗略 地 说 ) AARAA, ur, 44 
JO 就 是 空 险 ， 更 正确 地 说 ， 他 们 主 明 了 ， 不 存在 有 理 数 < 满足 
wz2 =2。 这 意味 着 在 点 、 2 处 分 甸 有 理 数 集 将 量 孙 出 人 @ 不 是 完 备 
H. RAET S= {sc Qis< 2) 没有 最 大 数 而 集 T = {EQ 
> ~ 各 } 也 没有 最 小 数 。 下 洛 我 们 描述 这 一 铺 况 ， 伺 并 不 提 到 
EU E 


假如 定义 


S-2(s€QiscOsE Os, 日 s < 分 ， 
(1.1) 
= 4E Q; 0<} FLD. 
Ba a. PTOL 
ME, ERNE QUERI o ot = 2, 但 是 有 
|J Q48 4T. 

T ARNEY? IET, WES, Br d&—41 7 219 IE FER 
Ae, ERRO- (AR ERSO 也 就 是 说 ， 应 有 (7) 
c T, 内 此 了 没有 最 小 数 ， 园 理 , S 没有 景 大 数 。 记 以 ， 有 理 数 系 
不 具有 完备 性 !C)。 | 

为 什么 我 们 不 能 在 实数 系 找 出 相似 的 例子 呢 ? 当 然 , 这 是 出 于 
实数 系 的 完 押 性 。 计 我 们 象 上 面 一 样 做 ， 并 仔细 地 看 看 区 别 在 哪 


. Ẹ > 


B. O1) 那样 定义 集 S 和 全 ， 不 过 要 用 及 代 圭 @。 我 们 断定 
和 了 是 非 空 的 ，S 内 的 每 一 数 均 小 于 人 了 内 的 每 一 个 数 。 可 以 证 
明 8 泣 有 最 大 数 和 多 没有 最 小 数 ,而 完备 性 (G) 指 出 只 有 一 种 可 能 
性 ， 就 是 BSUT， JR A SCBORCRJR T S 又 不 属于 工 。 
容易 看 到 , ME o 是 一 个 实数 ,而 “入 8 和 2&T， Wa, 因此， 
由 完备 性 得 知 在 吾 内 存在 数 2 的 平方 根 。 
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JEATEBLCA), (B)a(C) Hi 淮 导 实数 的 性 质 ( 习 题 1 一 10)。 
车 z<g A z<w, 则 2+2zca+z。 
dixo, 则 229. 
Fr+y=z, 如 y=0, 
对 中 内 的 每 一 个 x, 均 有 2x0=0, 
游 z<y 并 且 yz, W rcz 
d ry-O, 则 X=0 或 者 y=00. 
(a) (-r}y = - (xy). 提示; [xX+{-7)}Jy=? 
(b (-2z)(-y) 7x. 

8. XRUAS-- T zr, x, 

9. dry. M r< Gg). 

10. diz'ey!-0, Hpr-y-0, 

”11， BIXDECRUUSEA MEUEBI: E — EXA PE PE SES f. 


12. 整数 集 ( 其 中 加 法 , RAMME R rh — RR JG SCAR BARR. E 
确 地 说 , 请 指出 整数 集 不 满足 条 件 CA), (B), (C) 中 的 哪 一 个 ? 


Tp mum 
[E MI » a 


1.2 完备 性 的 推论 
我 们 将 讨论 实数 系 完备 性 的 几 个 应 用 。 首 先 ， 介 绍 世 个 基本 
Ri. i 
EX 设 4 是 实数 集 ， 亦 即 4 是 妖 的 一 个 子 集 。 如 果 存 在 数 
bc R, 使 得 
* 6 ~ 


axo, 对 一 切 4€ A, 
则 称 生 是 有 上 办 的, d prts AQ —^A- ENR. WEF CERIA 
得 

exa, 对 一 切 &€ A, 
就 称 和 4 是 有 下 界 的 ，c 叫做 集 扫 4 的 一 个 下 界 。 如 果 4 距 有 上 界 又 
有 下 界 , 就 称 4 是 有 界 的 ， 

简单 分 析 一 下 ,可 知 集 4 有 下 界 的 充 要 条 件 是 集 -A= (m 
zE 4} EX. 如果 5 是 -4 的 一 个 上 界 ， 则 ~5 是 和 4 的 一 个 下 
界 。 这 可 以 直接 由 如 下 事实 得 到 ; 条 件 z>y 等 价 于 -xz< -4%。 集 
4 有 界 的 充 杰 条 件 是 集 j41 = elec AY DS. AREA 
i—i E 5E, jul EE 

— bs rb, EL 
另 一 方面 ,如 果 | 
| . .0€0&md,. vwE A,. 
Wie fu a fo AR LA 1 的 一 个 上 界 。 
— d Xx 
(1.2) R,- (r€ R20), 
npe US SS THERUPET. BR. TES2S Mc, 任何 一 个 
ax0, HER 的 一 个 下 界 。 但 RR, 不 是 有 上 上 界 的 集 ， 如 果 b 是 
一 个 上 界 ,将 有 b>0, (b+ DER,, 536-1, Xe Ni. 

例 3 ERSE Z. ROGERUS HR, KERLAN RI 
MURRER NKRN Archimedes AE, WERE MR 
bE H, 则 存在 一 个 大 十 5 的 正 整 数 。 这 一 结果 将 写成 下 面 的 定理 
2, 其 汪 明 可 以 作为 完备 性 应 用 的 一 个 练习 。 

Yeg RARR 一 个 非 空 的 在 上 界 的 子 集 ， 则 4 有 一 个 
最 小 人 界 ， o ' 
证 明 设 人 是 和 4 的 一 切 上 界 所 成 的 集 ; 


| T = {b€ R; 对 一 切 sc, zz zh. 
BS RECTE 
S-ir€HRH;x4T) 
容易 看 出 
G) R-SUT, ` 
Gi) 如 果 sE5 MEET, Mj s< 
由 六 的 定义 , 知 (了 是 真 的 。 那 么 (这 是 什么 意思 呢 ? 它 是 说 , 如果 
SET HIET, Ws<t uM, WELET, st, WseTT, SET 
的 定义 , 后 一 论断 显然 成 立 。 
4 是 有 工 界 的 假设 保证 了 了 是 非 空 集 。 是非 空 的 很 设 告诉 
我 们 人 是 并 空 的 。 证 明 如 下 : EEA, DS STU y, ym, 
这 是 因为 ,如 时 yy<zx, M] y TR REA —A ESL, 
SUfcSLERTEZRITRVRdRAD. SOEUR T EIS 
数 这 两 件 事 中 必 有 一 个 成 立 。 但 优 信 没有 最 大 数 ， 这 是 因为 ， 令 
sc B, S Uer JU s 不 是 过 的 上 界 ， 从 而 存在 获 "E A, fas. 
数 d= 《9+8) 满 足 


"2 $«d«a, 

由 于 dca, 故 有 4ES。 因 为 s<d, 所 以 s 不 是 如 的 最 大 数 ， 

于 是 ,在 了 中 有 最 小 数 e。 数 e 满足 

| G) c 是 集 4 的 一 个 上 界 ; 
(1.3) 
| Gi) 如果 8 是 和 4 的 一 个 上 界 , 则 oscb, 
的 句法 说 ,* 是 4 的 最 小 上 界 . 

显然 ,有 -- 个 相伴 的 结 举 ， 如 果 姨 的 一 个 子 集 委 是 非 室 EAA F 
办 的 , 它 必 有 有 报 大 下 界 。 即 存在 数 < 满足 

G) 6 是 4 的 一 个 下 界 ， 

(1.4) i Ei 


'* g "^" 


(H) "pb kg ES e. 
jppeHARiE HARR- TAATA. WURAGERN ES 
AE. ABS gb E B en SCA B9. EZ REC 3E 
di sup 4D, 
-如果 和 4 是 有 下 界 的 集 ,4 的 最 大 下 界 也 叫做 4 HTAR HER 
inf A, 

也 许 会 奇怪 为 什么 我 们 对 最 小 上 界 各 最 大 下 界 还 复 介 绍 它 
的 名 称 。 一 个 理由 是 它们 和 合用 频繁 ， 因 此 必须 缩写 @, 但 是 “ub” 
Ai*glb?£ 4H. 

定理 工 吓 实数 系 完备 性 的 另 一 形式 。 在 工 .1 节 ， 如 果 用 定理 
l 代替 性 质 (C)， 则 性 质 〈O) 很 容易 作为 一 个 定理 被 证 明 。 这 次 
个 性 质 促 有 轻微 的 区 别 。 我 们 将 用 定理 工 来 证 明生 下 效 焦 是 无 四 
&. MP 
定理 2 (Archimedes AFRE) WE a dà-eXdk, WEE 
JE Sen en, 

证 晴 BEZ ROB Egi, $ c-supZ,, 由 于 6 AZ, 的 
最 小 上 界 , c 一 了 就 不 是 2, 的 一 个 上 界 。 因 此 ， 存 在 正 整 数 n， 使 
$fRe-l«n, Hibbccnel, 但 是 这 说 明 c pE ZER, ge 
"BU 8. 

OR 8220, WEEERR N UR <e. 

系 du y-com1, 则 在 在 一 整数 nn 满足 4<n<<y. 

证 明 ”根据 定理 2， 在 在 称 获 必 满 足 =<m。 至 多 只 有 有 限 个 
整数 六 OB sm, (由 数学 归纳 法 得 到 )。 设 nt 是 那些 整数 中 
最 小 的 ， 容易 验证 sns, 

x B ARACHENR MI sapA 和 nf4 RER. 


Osp 是 上 靖 界 supremum 的 缩写 ,iuf B ETAR infimum pyh S, R . 


a 9 5 


FK Ary, WEKENI r Ery, 
”证 明 AFER n, [HR n(y-2:)21. 村 是 可 找到 一 


Aem, Ui nr«meny, Ar= K Bf, 


”定理 3 kr EZ n EEK. WEAK A 

Y, (fy =T, 

证 明 KAPWA F. WMA sS R I0 W e 
BRIE >s, AATRE 

P= Sf Ss) — 

AP, fF, s) m i3 b ins p e ist l HF f, 8) >00, B. 
s=t=0 5p, X e R t -s 有 相同 的 符号 。 

T, UI ig Br, A up p LIAE E m KE. BE EUESE 
HEDRE TRHAT., 

设 : : 
A= {yE Fs y>0 并 IL. 
TAEAZATPASE. MHARA. GpelH], 4p 1"s. 
WE iea,JAo-»1spd o 

z'—-s-g(x —-1)00, 

ALLEA, A^ccinfi, MEZ c=0 He =r, 

首先 证 明 ote, fuf e 24,9 fe dE — ^ I IG E Yn B 3 
(c- 7)'»2 ELLE m). 根据 4 的 定义 ， (e- 1)€ A, 但 是 
e-r«o, Wi c 是 二 六 FH RMF JF. HEJH ecu, 

利用 A " 的 卞 办 这， 事实 可 导出 >r, P <e. 
MERIAH ER, 使 得 Ce 4 T) «2, 于 是 对 一 切 yE A, 
有 (erre, dE, SEU ye A, Hoe rcv, 所 以 
cra ARJAT {E er> XRPUET S BEL e 

338 kn EERI, ab F c EKA, WE aon 5, m 


5s 10 » 


在 数 6>0, 对 任 一 满足 ri < pr, g acilerrj cb, 
WEB) 我 们 有 
i-e (1-0) f(t, e, 
Xm 
Ff, c) s 107 Te ee t tt el, 
在 公式 中 取 #= cir, 得 到 
(ct r)"—c-vf(etr, c). 
:因此 
ICe+rr) -e|x|rilf(e-7, c). 
现在 
| fée m, elsel+ Ir) + (lelt irme] + ee 
+ Ge| rl) ic]? lejet, 
AUR e| sl 则 
| (e*t, c] (lei 37 - Cle] e D7?!e] v e 
* Cio] 41) Je]? + Jel"™! 
- fs |el, jeD. 
所 以 ; 当 |n] x, 有 
[cetreria Jef, leh. 
我 们 将 把 这 一 不 等 式 写 成 更 具体 的 形式 ， 虽 然 这 样 做 并 不 是 必要 
的 。 因 为 (1L+ je -1e| 71, 了 的 定义 告诉 我 们 
flet, iei = d lej) -ler 
所 以 , 当 in| c3 时 不 等 式 成 为 
Q.b) Ce 7)n- en] & Ir| Lo Jer- [e!*], 
由 已 知 g<e"<5, 2$ |r] 充分 小 时 ， SÉUEB] eorr) «b, is 
J&3 c" — a 和 数 台 -or 中 较 小 的 一 个 ,如 果 
(etr) ~ cr], 


KA a< (c+7)"<58。 取 6 使 得 


oL Clo lejt- le!lt=8, 


uu 


当 e| «6 HEMOS 
axc(c-ry«b, 
TUARA S ge dne ——» DH PSSUEYE ERU. H 
Td HI AS TENUTI E ZERO Ze, MRTE 2E ES i 了 证 明 。 
B y =w, y>0 esed Hy HH Sv "T de. eg x 
2*0, Wn: af AUR 03 7 SUE y Wal" - x, 也 就 是 9 = ~a”, 
Ay A n E o WEBER HC M Rn 
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L TUR NOTER gos 
2. Se (IE LA RIGT. 利得 supA xz A p, rg iat FAAA, 
3. Tiii I ART supadsziatA 的 一 沼 眉 空 有 界 集 4 
4. ikut LRRD E CURRUS LR? 
有 界 集 的 任 一 子 集 是 有 有 界 的 。 包 4 STE 华 和 的 从 是 无 界 的 (无 界 
集 就 是 3 a 
6. Ane EH LRR, B AUNT FU, 如 REST ETE 
T. 证明 , AR e E (E — 308, 由 
r-sup(rcQ; rza), 
8. E ry, 则 存在 一 无 理 数 ! 满足 Liy, 
9. 验证 任 一 非 空 的 开 整 数 泥 几 合 有 它 的 下 丛 界 。 
10. jit JE RÉpERDA Tf. SH, FARRA BCA, BER supB 不 
zc B s CR RIAL E X DRUG SE). 
1l. MATE 1 OR BEI SHE CC). 
- TEM, ERRER S RARAY RURI ERIMUESRDSRUEDER). M 


SR. 
15%. ERAS JAN YMO WERMSARN, MERER RIS: 


MRT EN- “个 一 一 对 应 , RA EHR HE, 


1.3 区 间 和 小 数 . 
这 一 节 将 讨论 实数 的 小 数 骨 示 ， 我 们 平时 并 不 经 常 使 用 这 些 
RR. RBDH ORIEN, CERERE AR N 


SIRIK” XEGE ES], C0 dE EIE I A RR RRG o5 
d TE XX. ZEE 


EX 一 个 区 间 藉 一 个 集 了 CR, 它 满 足 

G) 了 包含 至 少 两 个 点 3 

Gi) dPectcyfüas,ycl,W)iel, 

有 界 芝 间 有 并 个 类 型 ,依次 说 明 如 下 ， 

FEl, b) = E Raced 

WE ie, 81 = {rE Raca by; 

RARE (a, b) = {r€ R;accb 

半 闭 区 间 [a, 5) - wE Rexe cb), 

Hla, bK, H exi. 
无 界 区 间 帮 如 下 的 再 种 类 型 ， 
^" fae, ec) = ir€ Ry aco) 
[a4, co) = {rE Ra am); 
(- œ, b) = {wE Hr cb); 
(- œ, b) = {rE Ha x0), 
(- œ, c) =R, 

证 骨 每 一 区 沿 必 是 这 九 类 区 间 的 一 种 ， 我 们 贸 作 练习 题 。 在 
无 界 区 疗 的 记号 中 出现 符号 “- co" fü*co", fES3CÉ IB, - ce 和 
co 并 不 是 具体 的 数 ; 事实 上 上 ,， *— oo" fi eo" 是 无 意义 的 ， 但 “ 左 无 
限 ? 笨 “ 右 无 限 ? 却 有 它 的 用 处 ,我 们 以 后 再 介绍 。- 

实数 的 小 数 表示 ,简单 地 指定 为 一 列 区 冯 套 中 的 数 , sic te pr mn] 
前 长 度 依 次 缩小 十 信 。 对 每 xz 6 B, 出 Arehinedes， 有 序 人 性 和 
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数学 归纳 法 可 定义 一 个 整数 +, Mr fe. FH Jie n1)m,. 
及 是 不 超过 “的 最 大 整数 : 
(1.6) n-8up(kc Z; kic), 
dU&(-n»)€[0, 1)。 因 此 ,对 实数 人 多 小数 表 未 的 讨论 ， 将 限于 区 
ALO, 1 内 的 数 ， 考 虚数 zE (0, 山 。 对 任 一 这 样 的 z， 将 对 应 一 
小 数 展 开 

go. aaa 


式 中 数字 RO 39 9 id 合计 大 家 已 熟悉 这 一 展开 过 
Z. W, 中 分 成 十 个 长 座 * gjf SRE Ie 


21 k kti t 
is LTT’ o B 
HEAT, 则 数字 ai "e a ud i). œ 的 小 数 表 东 中 第 一 


33 if EU, 


«,-8up/kc s; p t), 


AjOt 
下 面 , 把 区 间 Iu, 分 成 长 度 为 que 的 十 个 区间。 这 些 区 间 是 
(2:107! + K107?, a,107! + (5 1)107?), £50, pe 9 
包含 = 的 那 一 个 区 间 就 决定 了 数字 oa。 换 名 话说 ， 
ta = SP RE Z; a,1071 + k107?* io), 

把 这 种 再 分 过 程 进行 下 去 , TEACR ALT IERI T EREDAR RETI 
实 ,这 样 做 就 循序 定义 了 教 字 ai as aas …. 

G) a, JE XB K10- cr nr ACER t 
a l4 a 


Gi) 当 uny ey -1 决定 后 yq 是 满足 下 式 的 最 大 整数 玫 
81107! c a41077 4 6, 110 "70 e X107", 
我 们 所 化 的 是 将 ? 相继 的 放 到 一 列 半 闭 区 闻 Jis Jo, Ja ocn 
星 去 ,这 些 区 间 的 定义 是 ， 


(1.7) J, [a107! + a51072 + - 3,1075, 2,1071 a2107? 
p E 11401079. | 
区 间 .7 是 “成 在 的 2 


Jidda Ja De 

而 z 是 属于 一 切 J, 的 交 。 事 实 上 ， 
41.8) [ Jmm 
亦 即 没有 其 它 数 属 于 每 一 个 J. HA? 这 是 因为 ， igi o, 
5$€J,, WJ [a-b| «1077, "FAS, in v (DL 0) 属于 每 一 个 Jo 
则 ; 
Y o ig — xl TM n21,2,8, 
BWy-c- :0, 

pi LXRABHXE 8E 2610.0, 有 与 之 "m H F Zis 02, 
85, 7 B CL.8), XIII) e 有 不 同 的 数学 询 与 之 对 应 。 所 以 ， 
使 用 记号 

t=0. aaz" 

Rumi. X PRAA 
(1.0) g= Y «,107^, 
Hc "TERCIO MEE 

现在 要 间 , 任 一 列 数 字 Gis Cas 93, c E dE x € [0, Dif 
HETG? SERA Re, BU C PR SX — ERAM T A 对 每 -一 
n, 取 a=9。 交 ES 

| f YX1-107, 1) 
Jé?72 8. Bue, X LO, 1) 中 的 任何 m, 不 可 能 有 ~0.999+w。 汶 了 
» 15 à 


MEE, MO, 工 代 钳 [0, 1)， 则 0.999. 3 E dob CAR. TE 
我 们 讨论 过 竹中 , 还 有 一 些 琉 字 的 序列 未 过 到 过 , 例如， 在 以 上 诗 
论 中 , 还 未 肖 到 过 小 数 表 未 的 屁 部 都 是 9 由 情形 ; 

CL. TU) 0.2405 -:2,999-.-, 

十 述 小 数 表 示 ， E(L.10) 39) XE RURSUS CE, CAER- 个 
x. i 

(1.11) 0. aa27- (a, + 15000. 

这 里 规定 2,59, , 

对 于 9 的 铂 环 不 必 奇 经 ,然而 问题 的 中 心 是 数字 列 an, aa, … 
是 否 必 须 窜 示 一 个 实数 。 问 题 的 要 害 是 ， 如 果 某 人 给 出 一 列 数 字 
0.0; a: 53… 我们 能 在 数 办 上 找到 人 

JH T om 7) Bes 383 KR E: 

JDJ DJD e 
证 求 的 x 将 取 作 区 辣 列 的 交 ,但 是 变 也 可 以 是 空 集 ， pe 

9 fRSHBTSK, deca 

. | = iba ëa] 
ACERO EA K ^ 

J,2[h. e). 
X 3 Ane amu 9 的 循环 的 情形 ， 集 J， cox Wo x. PEDI 
np ra 

(V, in, 
并 日 ze [0, 1]. 由于， 的 长 是 10-"， 次 圾 多 只 有 一 点 。 KAR 
的 完备 性 保证 在 其 交 内 至 少 存 疗 一 招式， 

定理 ACE HHUAEXETRO H 
I:25315,25132:- 

E n NU IM ^I, 

WEAR UI. [5, cala UM 
* 16e 


有 pa 
WR EERI bn n-1, 2, 4，… 组 成 的 集 ， 则 五 是 非 空 的， 出 于 
任 一 < 都 是 了 的 一 个 工 界 , 扶 以 8B 是 有 上 界 的 集 。 设 
z-sup B, 
ET Pr 
HT z iB rR, A 5r. X Efg—c.d& Bag r6 BRE 


gi S n, 


fT RCEERERB, BUDGET ^ Moo HE. EBEN 
[0, 1 的 集 和 一 切 数字 列 0.212525 (a,€ Z, 0<ars9) 所 成 集 之 
间 有 了 一 个 对 应 。 具 要 把 序列 全 .10) 和 (1.11) 看 成 同一 数 ， 这 个 
对 应 是 一 对 一 的 。 BM 


习 a — 
i; ABUSE UICE MURUS ICIEAS Iv. aa 
2. iW RRAHME--KIXHE. 证明 交 0 

Í [Wa l 


必 是 下 还 集 的 一 种 ; . 
(a) "fh 
(b 单元 素 集 ， 
(c) AK. | 
3. 设 -4 是 只 的 有 界 子 集 。 包 念 44 的 一 切 闭 区 间 的 交 是 什么 ? 
4. 给 出 开 区 闻 彼 的 例子 ,使 这 开 区 间 套 的 交 是 空 集 。 AEI REEN 
Te E A, 
5. ARRANZ Ahi? . 
6. BIB S, 作出 ABIRE, "m "—T— 
7T. 用 区 间 套 定理 给 出 [0, 吉 中 每 - 的 
TD。ai a az 
Rira RIRI, 
8. ELIP p, EZAT (A), Œ), KAREME Archimdes fr 
序 性 质 。 证 明 完备 性 (C) 。 


&17-* 


1.4 Euclid © fë] 


假定 读者 对 % 维 Euclid ZsqR CRUEROUBKIEAS[BD BETE. 
Un EERE, T 
i R”= Rx xR, 
EKARRI n 3RBECR JL. 有 时 把 B^ 的 点 叫做 向量 ,点 的 标 
准 记 号 是 
P= (mi e, Bn) 
Y= (Yis s Yn)s 
等 等 。 数 zz EaR i AARE ER. 
R^ 中 通常 的 向 晤 加 法 定义 为 人 誉 标 相 加 ， 
ZX 十 Y= (十 nt, Eat Sla). 
对 每 一 向 其 x€ R" 和 数 ce R iX ORE m CREE 
em (eom, ty Cala 
关于 上 述 贡 法 和 数量 乘法 ， 妃 " eragi Si. RAH E ZU 
ELITRE A(I) 一 A(4), 数 局 鞭 法 满足 
C(s +Y) = Cr+ cy, 
(B+ow= br Fez, |. 
iz-z, 
JE 8938 [3] E& LMA O= (0, =- 0). 
设 z Hy EH paR, v M y We 
(1.12) (m, y) = ao t emus. 
许多 书 中 , EON ABO ev. SR, APRA E 
(i) 5 Y) = Qj, 9» Ea 
. (1.18) (ii) 《cow y, 2) = rr, 25 +Y, 255 
Gii) 《ay e) 20, 542, c) QW] 2-0, 
£18 


4 c€l,sgM«mogs x 
EZ Y (m, 2)*, 
sF y 的 距离 是 i+ y. 这 样 定 义 的 长 度 和 距离 具有 我 们 所 要 求 
的 性质 ,为 了 验证 这 一 点 , 最 方便 的 办 法 是 验证 Canchy ast. 25 
Eis iy Ba FA Yis ta Yn ER, M | 
Q.14) — (eit b nut mp bx Ts ye 
引 还 (Cauchy FER) 若 z 和 是 Br 内 向 量 , 则 
(1.15) le, jiw) yi. o 
.等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 两 个 向 量 中 的 一 个 是 另 一 个 滋 以 数量 。 
证 明 若 %=0， 穴 易 看 出 不 等 式 成 为 等 式 。 若 Y 关 0,， 根据 
ÜzQr—coy,-c-cy) 


= del-2cn, y) +e |y]? 


AFR 
¿= e. y) 
AEENE 1G | 
就 得 到 Cauchy KEAR. ARHAR, Wey 
长 度 具 有 下 述 性 质 ， ' 


G) e| >0; £ |m| =0 W 2-0; 
(ii) feæj|=]ļe!jæi; 
Gii) |e+ylsjei * (yl. 
从 Cauchy 不 等 式 可 得 到 三 角 不 等 式 ( 进 ) 因为 
Iz yi! = 2 十 22 十 jy] 
«&|ei?x-2iz|ly] + jy]? 
= (jz| + |g|5*. 
我 们 就 几何 方面 说 几 旬 ， 这 在 1.6 节 还 有 更 充分 的 讨论 。 通 
党 ,我 们 宁愿 把 R pE” e 看 作 从 原点 到 2 的 线段 ， 而 不 是 看 
作 点 7+。 有 两 个 向 量 x 和 y， 车 其 中 任意 一 个 都 不 是 另 一 个 的 倍 
数 , 则 这 两 个 向 量 可 以 张 成 R 中 的 平面 。 这 平面 经 过 原点 ， 并 且 
. 19 a 


由 一 切 形 如 az + by 的 向 蜂 所 组 成 ; 这 里 8，5E RR、 向 量 % Ayt 
平面 上 的 平行 四 边 形 的 两 条 边 。 如 图 2 Pp. SÉTPURXDEÉGU--4 
WAR M SUUS (REX Ray (ridus cs, Ent Ye C 0 Jk] SE 
« 和 向 量 y ZARRA, hj, 向量 和 疝 量 y 的 内 各 
成 为 另外 一 个 等 式 ; | 

- (1.18) c, y» = æl |v|cos 6, 

此 式 中 6 在 某 种 意义 上 反映 了 Cauchy 33x sese ide nu, 

学 了 有 关 正 交 基 的 一 些 性 质 后 , 验证 (4.16: 特别 容易 。 那 时 出 于 
使 用 下 交 基 ,由 需要 在 Ri 中 验证 人.16) 就 训 以 子 ， HPAL 535 
习题 3 ifii 4, 


a» 
S "m 


例 4 我 们 考察 Cauchy 不 等 式 对 年 陈 的 应用。 为 简单 起 

见 ， 只 这 论 方 隆 。 kxk SER LR RRA k TRA Fiy 
s e QUITO 

A= [tis legi, lLj«k. 
HAUER RREZ M 

© = A+B= [ass +b) 
2k (bL RU 

， cA= leni]. 

PR EE UNE DAU, H EAR HER A GA 
» 20 。 


k 3). fpe A RI XH 

I4 22246 
给 出 ， 
我 们 把 kxk EZEAN RU, 这 会 使 我 们 想到 其 元 素 是 
K 个 坐标 排 成 的 行 和 列 。 这 一 处 理 对 与 FERREA EB [S] RICE 
TEI. ERRA EN J O =AB, 其 中 

Un ri» 
它 是 可 结合 的 ! (4B)C - ACIC), 3E B, 它 满足 分 配 律 ， 4(B+0) 
-4B+ AC, (A«B)C-2 AC BO, Wed E -1, IEEE HI 
交换 的 ， 亦 邯 , 一 般 地 ABABA, HERRN E 数 关系 ' 4B «x 
|A| 3 是 很 重要 的 。 

ERS duEARLB kxk HER, D] 


|AB' x x [Ai |B|. 
证 明 
[4AB!? TES) 
<DE Db (Cauchy RER). 
现在 
lA |? = 2j, $ 
BLU, 
所 以 有 


4B12< 4 IB}, 
抢 阵 空间 的 内 积 可 以 用 所 阵 乘法 来 表示 ,方法 如 下 
(1.17) CA, B) 2 Ar( ABO), 
APERA ARA, ERE B EBE M. B' 的 
4, 元 十 Do。 00 B A 6T, (LITYH 
lAl 2tr(AA!), 


15 复 数 

实数 系 加 进 数 -上 的 平方 抄 融 入 到 复数 系 。 由 于 实数 的 大 小 
次 序 不 能 扩充 成 复数 的 次 序 ， 复 数 系 无 状 序 结构 ，#I 复数 系 以 更 
丰富 的 方式 使 它 成 为 掌握 数学 不 训 缺 少 的 被 分 。 志 草 ， 虽 然 我 们 、 
EA d pA, at el BE 点 得 到 复数 ,但 却 可 证 明 ， 不 是 常数 的 实 ( 或 
复 ) 系 数 的 多 项 式 在 复数 集 内 布 零点 。 这 就 是 代数 莫 木 定理 ,我 位 
以 后 证 明 它 。 

RERE AE: CL) GE 3, HERETER. 
(2) "SUR" ROM RRO xol p PASTEDA BEAR feo S 2 
EHN, 

REA n ELE RA- IERE, EIRATA RA. 
uci. 

1. C jk, BDO qpvGÉgNWBEKGEE,. vn l.l URRAN 
(A). 

. 了 刁 帮 为 一 个 子 域 包含 在 CO 内。 

8. 存在 元 素 iEC 满足 记 = -l, 

4， 划 时 避 的 一 个 子 域 包 合 再 和 和 那么 这 个 子 域 就 是 整个 
c. 
oA ES aS 0 I,JPRADAE.SSELS REM, IS 
bi. (2) WARE C qW,IIBC3unEERBGENUeEDLS A, AE 
HREM., FS EARE ar, iS RS C f- 
PHEIN e + iy DX. dre Hy ERE., o A iay uu y 
些 数 洁 集合 是 一 个 子 戌 ,因此 , BG” EREC, 

TECO HER 
(1.15: z=æ +y, t, YER 
BÆT. KeA ER E MEA B B ul 


A. 
* 


Né 


(HADIR = -TI。 数 = 的 表示 代 .18) 是 唯一 的 。 我 们 称 0 
为 H9 3E 25, 记 为 


r= Re(z), 
Wy y 7g x 的 处 部 , 记 为 
y= LIm(z), 
请 注意 ; 虚 部 是 实数 。 : UD (ED GENIOUK 
(1.19) i 2* =m iy, 
3EXK (24 w)* 2z* -w*, 并且 (zap) = z*w*, 
由 于 
(1.20) zz" =a? op y^0, 
Kain ig X. 2 的 绝对 德 为 
(1.21) 's| = (a) , 


联系 到 (1.20), 我 们 要 注意 的 是 , GS w € O, T v0, RER 
Lb DI EIU 

可 直接 验证 
[2440] x l2] + lw], 

(1.22) 
zw] [z||wl. 

[CERIS Cp s60)2R 2/12] 的 绝对 什 是 1。 因 此 任 一 非 零 

复数 z 可 唯一 表示 成 

(1.23) z=rw, TB0, |we|-1. 

在 复数 和 R2 中 的 点 之 间 有 一 一 对 应 , 遂 常 直接 把 COC 和 成 y 
ER- E. "üz--zciyu Ec, 相对 应 。 复 数 加 法 对 
应 于 R? 内 的 向 量 加 法 , 简 言 之 ， 两 个 复数 相 加 规定 为 它们 的 实 部 
xt HE WA 

Re(2 + w) = Re(z) + Re(w), 
Im(2 +w) «Im(2)-lm(e), 
于 是 ,C 的 加 法 可 用 平行 四 边 形 表示 。 绝 对 人 对 应 于 R? ERKI: 
2723 4 


1 
4 
|z] = (æ +4). 


共 斩 是 对 实 直线 的 反射 。 
乘法 的 几何 解释 与 角 有 关 。 设 情 是 绝对 值 为 工 的 复数 ， 
4 二 内 十 二 0 
Ptol, 


Ru, 0) 组 成 中 心 在 原点 半径 为 1 的 圆 HARA. E 
单位 圆 于 的 每 一 个 妈 可 唯一 决定 一 个 从 向 量 上 到 g w y A O 
(S). H c08 8 和 sin 9 的 通常 定义 ,有 


wu -cos 8, 
v= SinÓ, 
qd 
(1.24) w= cO08 8 +i sin 0, 


在 讨论 中 ,车 8 用 数 来 表示 , 则 (1,24) 将 决定 唯一 9 0&9 «2x. 
TELTE 0 + 2kzn, k€ Z, 视 作为 同一 个 点 。 


现在 有 


cos È +è sin 0— e”, 
(我 们 以 后 还 要 仔 继 讨论 ，) 显 然 , 任 一 非 堆 复数 EC ERR 
* 24 。 


(1.25) z=re", r»0, QER, 
mr=jz]. RER 8 AFE, CRI 2x 的 整数 倍 。 每 
— o Eae. A 
1 — pe'*, p>0, tE R, 
由 
zw = (rp)e! 6*9) 
也 就 是 说 , ELICIT POR ILICE, T8 P8 DI. ax — ECHTE 
Ri 48 3c en CHR HI S f CAE SCORE TERR, 
(cus 8 +å sin 0) (cos t+ é sint) 2cos(0 4- £) + ésin(O +i), 
式 中 
cos(8 -- 1) « cos 0 cos t —sin ĝ sin t, 
SiniO +) = sin 0 cos / 4 cos 6 Sin £, 
REA RC HY B UB. qu 
E ly e, — 0«c0-2x, 


1 
A= te, 


Ozark tT, k=0, n-i 
Æ n Xs 
z=, k=0, enl, 
TUER TFE n EEC, Cn X 
Gic. 5089 fE, IL BUS BUBCR RERA BB 中 一 样 定义 、 
REGLEd&mLCHSIn, C^ 上 的 标准 内 积 是 
(2, W) EW H e A Ww 
EEHERG.13), M) HU 
QU, ZY = (2, ww)" 
Zs ASPRU KEARI Cauchy 不 等 式 是 有 效 的 ， 证 法 也 一 
» 25 » 


样 ， 利 用 不 等 式 0 所 如 + ew, Hew, A 


Ke, w) 
E 9 w)" 


C= = 
EIEE W, Cauchy 不 ds 
wwe caet Sec Pe + an|?) Cus) 
uud di. "M" 
dE C" zu BE” 之 间 有 一 个 ( 实 站 是 空 间 ) 同 构 。 设 z=wy+ tyys M 
ET tU, RE Yis €», V2, Ur, Tus Yn). 
WOPR R b. ix— me BB fe Fem, SOUS mE, 
Gp jue nj*cslegpteedgchaeg.. 
EiS REA dosi pen Hb n ERA 38 AE U DOE, E 
ExkbinPEUN 的 等 征 和 复 的 k 空间 一 样 。 此 时 ,内 积 为 
<Á, B) ztr(AD*), 
式 中 B* ER ERRE. 即 B* i i, e Ji n. WFAA 
d Cauchy 不 等 式 ,可 以 象 定理 5 那样 验 
LAB! x! A! n 
Am) KNEE KEERA C*"* RRR, 
E m 
l. Sz EE tH il-z|=|1+z|=1, X] z- 0, 
2. £z] [w!s1, XP. 
l wrz Ja > 
wa =i, 
3. QEARGARZTHECTGE RU, Mz eB 
cz, w) = Re(zw'*), 
4. WREYJHEC gi R4 R3 
<2, w) = |2| |wicos a 
A878 a RAM z Tje 7278. 


5. giraal, I 


* 


-2 


E 


co ec eene 

f. AE kxk AE hor AzA til, RAPER 
A, 的 江 素 是 实数 ， 等 式 

LAP = TALI L1" 

威 立 蚂 ? 

3 了 ， 8f hx h yip A pui d graue 形式 d o At tAn SX OBI 
A= Aj (EREC. WX 

lds DAP hl 

成 立 吗 ? 


18 线性 几何 


这 里 扼要 地 复习 一 下 线性 解析 用 全 的 基本 事实 。 我 们 项 I 
省 已 熟悉 这 些 材 料 。 从 油 谈 本 书 来 说 , 这些 材料 不 是 根本 的 ,但 在 
例题 布 习题 中 却 常 常用 到 它 。 

Be Ay iR BUB. Wid e My KERE 

{r+ (1 ~t)y tE R}. 

PS ER HTE, s Mys PR, HRE e My HIR 
BEATE S, 称 8 是 平坦 的 ，R* (GROTER eL RAO 
平坦 子 集 ， 

FARAT ELA WES Adm TAS d 

G) UG cGBby SCFOS, Watty iP S. 

Gi) 车 x 属于 S, ic 是 任 一 实数 ， 则 ox uc A. (D 和 
i) 4E TEL Fs RORIS. VEIT S. ms v 
c€ R, dj er-y 属于 会 。 册 平王 子 集 的 定义 可 见 ， 上 述 条 件 与 平 . 
HPE. SOEUR Cis cy ct Je PER S KE IKET 
的 任 一 线性 组 合 l 

City bot b Cty 


. 27 = 


也 是 8 中 的 向 量 。 设 xb …, cy 是 豆 " 中 的 癌 量 ， 这 些 问 量 的 一 切 
线性 组 合 所 成 的 集 称 为 由 zl，…， zzx 所 张 成 的 子 空间 。 

主 碟 ,着 一 直线 是 平 朋 子 集 , 则 它 成 为 了 空间 的 充 要 条 件 基 
直线 道 过 原点 。 通 过 原点 的 平面 (定义 作 ) 是 2 维 子 空 间 。 关 地 


数 , 我 们 还 要 说 几 件 事 。 
如 果 向 量 组 Vis t, Dk 的 某 一 非 平凡 线性 组 FA, 就 
称 此 向 量 组 是 线性 相关 的 ， 


Cwt +exux 2 0, 至 少 存在 一 个 万 使 oj 关 0。 
不 是 线性 相关 的 一 组 向量 就 是 线性 无 关 的 。 若 v1,…，w; 是 线性 
无 关 的 , 则 v, 560, HAH iD o, 
关于 线性 相关 的 最 基本 事实 是 ， 若 ol …，%% 是 B" 内 向 量 ， 
JFH. bn, 则 01,，…, vs 线性 相关 。 简 言 之 , R* 中 任意 m+ 工 个 向 
量 必 线性 相关 。 这 就 是 线性 方程 组 基本 定 球 的 男 一 说 法 。 若 
= Ois y 0), Lik 
BERA Cis …， ef AEAF eiie + eu 0, RICO 满足 
CiU n + Ctp 0 
Crip B 


PI Ted CU. = 6. 


若 >n， 有 个 未 知 数 的 nn 个 剖 次 线性 方程 组 对 (c1,…, ew) 有 非 
平 几 人 解 (不 是 每 一 个 e: = 0)， 

WES dS", SR dim S 是 8 中 能 找到 的 线性 
JÉX V St dec ER. m, dim S ERKEN E, ERS 
TUR RRIN SEX DETUR. CHA, dimS sn, WEBER T TZN S= 
Br 外 ,都 有 dim S«n, 

子 空间 访 的 一 组 (有 序 ) 基 是 由 名 个 向 量 o... esL 
nti 
» 28. 


(i) Vi, y Va ERLAR; 
Gi) S Rh vi, ons, v ERTER. 
基 的 最 简单 例子 是 RB" 的 标准 基 
e= (1, 0, 0, =, 0) 
ez = (0, 1, 0, ==, 0) 
RGA 0, 0, x. 1), 
E= Cti rns 04) P E A HE D] Bt 0 R E £8 A (0 DE E Js 
mcg de d ES. 

定理 6 dS RTZ MS TEE, HOS 的 任 一 组 基 . 
正好 出 dim S 个 向 量 组 成 ，。 

WEB] 令 &=dimS, 则 SS 在 在 山 8 个 向 量 组 成 的 基 ; 即 能 找 
到 全 的 线性 无 关 的 问 景 Yi ce vu. Bd 的 定义 ， 对 任 一 4€ 5， 
HE yu, c, Y s EMRI, KERIEN e E R y 的 线 件 织 


^4 
Lis 


WE vice, oy ET AE RES BTE IH CAD YO. Srpagfj- 
个 过 都 可 表示 成 线性 组 合 ， 
(1.27) E= CV, cob TIL 
F ci ce,.9, 18 2 和 和 基 所 唯一 决定 。 如 果 % 作 为 线性 组 合 有 另 一 
宕 达 式 ,我 们 用 减法 将 得 出 与 vo s os 线性 无 关 相 忒 盾 的 结论 ， 
数组 (e es aE a ETAF vo, s v D k RER. 显然 
(1.27) 8 SLT S P3 — 1 15] Ek c RRA R 内 的 一 切 kA 
(cr e, 64). 所 成 集 之 间 的 一 个 -一 一 对 应 、 在 S 内 的 两 个 向 量 x 
和 y 的 如 法 就 是 对 应 坐标 相 加 , ” 和 数 i 的 乘法 是 每 一 坐标 cy 乘 
Ui 于是， 从 线性 运算 看 , Sq ER" 具有 同和 祥和 的 性 质 (S fA 
构 }。 特 别 ,S AHER kel 个 向 嫩 是 线性 相关 的 . 令 人 =dim S, 
Vix S p (exe d A-Zepouozm TE des, did ds SUE 
kd, 


(1.26) 


e 29 a 


设 op ee 如 是 8g 2HXE, Fe 中 的 每 一 辐 最 人 六 本 这 组 
HA THUA po CIRA REA. PASE AIRE B 关 : 上 标准 
基 et e, 6s 全 .26) 的 从 标 。 这 丙种 举 标 则 有 什么 关系 呢 ? 如 时 
(1.28) & — (my cn, Ba) =C tn + 60S, 

测 

Ey = Cya b - 4 0U,,, LEJEN, 
KEETA 
(1.39) z-CQ, 


AB rm Guy rn, m), C= C3, n eS) Tx m E BR, O RE xn 


| En | 


Q EA | E , " | 


由 于 y cns t MES A bes s e 的 线性 组 合 
€,7 pii Towie PisUns Laisan, 


nxn EPE P [pu] Rf b FEE AER" 中 的 任 一 + 有 


(4.30) C=&P, 
$ Sj, ER PU QE RS 
(i „Bi ) PQ 区 QP = I, 


Rp IE nxe RWE, Lyza TEER JE, A 
Po QUZ Q- P^. 

JUR Rn BiU n AÉ vis os ss MERIEN EE RE 
Ki Q Lou EEN, T cd: SUR UR EO TC de EJ Q i8 (591 
RAPETE. 

景 简 单 的 其 是 正 交 基 ， 下 面 我 们 将 讨论 它 。 刀 果 有 中 沿 量 

æ, y 满足 人 rr y —0, RIAR s, y EES (EE. MEN 
XpBDADURE) Pythagoras 性 质 ;六 -e W o Jii 5507, RU 
+ 30. 


[+y = |z|*  |y]?, 
k ASIE o. e. Ons WME 238p vs] o EX 《两 两 下 
交 ), 就 称 为 是 正 交 向 量 组 .在 正 交 而 景 红 中 , WRA u dE 
度 是 1, 这 五 个 癌 量 就 称 为 是 标准 正 交 向 是 组 于是, 个 祝 展 标 


准 正 交 化 就 是 
[e .32) {Vis V4» = Ojja 


假如 有 个 同 量 Ds e. v. RPR EEN rth. eE 

们 的 线性 组 合 
=C, t'e 二 CUL. 

JG 32) d E TE 
(1.33) =r, w, Iiah, 
Rai, TP ws 0, Na i e-0. Bik, HAREE a HE HIER 
性 无 天 性 。 

设 上 5 是 如 中 任 一 向 量 , 令 

Y= LE, VPVH t Gn, Vk? Vis 
1.24) 
zug, 
BEE IJR 
(m, v = (Ys v). 

因此 ,sz 和 每 一 个 4 正 交 。 当 然 ， UAE 但 是 ， 显然 2= 0 的 
ERA e 属于 由 Vu, t7, PUER "a ze 

WEH divus -— 中 个 标准 正 交 T IR EGRE 
AE? 由 标准 正 交 性 可 推出 线性 无 关 , D kadim S. WEARS 
k, WORE- ike Di o e, n R YESH A. TR. pu 
SHARRA S Hi 5t z,. (ETE AR v n, Ors z/ 121 
标准 正 交 的 。 


设 2 e, oa AE I h n AREEN A BENER Rd 
(PÈL). (5801.88), itr 关于 基 pt s Ona 的 坐标 是 
T= 0,0) c c + 0,90, 
(1.35) 
Cm (E, Me 
fuus ACÓEXEIE KER ARM. BRGbESEDE.GEBEIEA T 
AUT. Q EIBPER HEN ES QU - v4]. WARTE QU, c)? 70, UH 
(1.36) QQ'-- 7 
3k FEL OBERE Q PKH IE XE KB BE. 
GER Ut, ct. Dns 
i= (Crs rg Vin) 
H B" AREE HO EEE Q = [eu EE AEE, Ju 
QEDER, WEE e KTERE H vi, es Up EJER e= (os, 
cn, 642 P] HE FX AR IB. 
e —- c Q* 
或 
Ci = GN, Via 
METES TC E 8 TRES POE SER NN 
(1.87) St= {tE R"; <r, y) -0 x] — i ye S). 
定理 8 REER 的 子 宝 间 。 WA, Rhik e 可 唯 
.一 表达 成 形式 
(1.38) t£-ytz YEN, sE SL, 
WA 设 我 们 已经 将 4 分 解 成 .38), S vr -…, ES 
任 一 标准 再 交 基 。 岂 于 4% 属于 8&， 
Y= Ys VULE e + CY, Vga 
因为 2 WM- o 正 交 , 故 有 Qn o = G, t, RiEs 
Y= lE, UVH + (n, €, 


" 32， 


(1.39) 

2-a-y, | 
y 0: 大 唯一 决定 的 ， 另 一 方面 ,给 定 m, 可 以 用 这 些 公 式 定 义 Y 
和 显然 4 在 & 内 而 :在 如 内 

如 果 % 在 Be 内 ， 定 理 8 中 的 向 量 y 称 为 < 在 S 上 的 正 交 SR 
JE. 虽然 在 定理 的 证 明 中 , 在 用 (1T.39) 定 义 Y 时 ,我 们 曾经 利用 了 
一 个 特殊 的 标准 正 交 基 , 然而 , 象 证 明了 所 指出 的 那样 ，# AA J 
关 的 。 关 于 正 交 投影 ， 请 注意 范 数 和 内 积 的 性 质 。 令 凡是 2 在 
全 上 的 正 交 投影 ,ys Ec. 的 正 交 投影 : | 

=Y t2 
Ta = Yz 十 22。 
ul 
m 01,92 + Gu n 
Iz, = jy + [z,]?, 

我 们 已 经 用 基 来 描述 了 子 空间 。 从 对 侦 的 观点 来 看 ， 也 可 用 
方程 组 来 描述 子 空间 。 这 些 方 程 是 线性 的 ,具有 形式 (2) = 0, 式 
中 了 了 是 线性 函数 ， 

f (my) -ef(m)- fy). 
若是 配 上 这 样 的 一 个 ( 实 值 ) TER HG MAER o, os 使 
得 了 有 形式 

JCE) aum kam. c 

设 wy …， 0. 是 R* 的 有 序 基 , 与 之 相 联系 的 有 ”个 坐标 苗 数 
Jens f. fO e Xp € o, wr 的 第 个 坐标 ， 即 

æ= ffir)v + ft) 
显然 ,fi，…， fn 是 瑟 性 函数 ,其 表 过 式 是 
F2) = pumice Pas. 


. 33 « 


其 中 卫 = [py 是 (1.30) 的 给 阵 : 
E5 Di'U to tpa. 
ED fio es Jfa BEDERA SEE BIDEE — UERER 
fi(9,) = 05. 

定理 9 SE RH b UETCGNRSUS4ÉO- AER IE 
方程 组 的 解 空间 . 

ERR Etn oc 0, ES E925, HARSA E Puris c, Uns 
fio; ce. 0 de R RIIE, ARRA AB RAE Fu. fa E 
然 , 8 是 由 Reis ARE | 

fí(s)20, éshtl,-,n, 
的 一 切身 其 之 所 组 成 。 
注意 ,在 证 明 中 我 们 使 用 了 标准 正 交 基 , 结论 是 存 莽 R piy 
idco: Vuiis nO Uns 使 得 
= (mi e, v0, sktl, =, n} 
HB — 性 函数 了 的 一 个 等 值 面 : 
H-íimfís-o . 
超 平 面 是 人 一 卫 维 的 平 退 子 集 。 如 时 给 定 上 述 H, PETENS x. 
使 f(x0) 5e, 则 对 互 中 的 每 一 个 2， 有 f(o-20)-0. Bi x iE H 
"HS BLOUS | 
; z-ZXg*y, f(y) =0. 
使 为 零 的 加 量 集 是 (n-1) 维 子 空间 。 于 是 任 -一 超 平 这 是 局 中 
— A T8 ze [8] E Bre x 8 (n — 1) 7 2 8]. FERE, ROED, R^ 的 任 
—3dERCEiBCEÓEAEB-—ITauBPpEEBPEDTOEGgE. r8 
出 ,Kr 的 任 一 b 维 子 空间 是 (通过 原点 的 x- 个 超 平面 的 交 ， 于 
是 ,我 们 看 到 任 一 非 空 平坦 子 集 厂 是 超 平 而 的 交 ， 京 实 上 ,了 可 以 
册 关 于 了 中 向 量 从 标的 (不 超过 个 ) 钱 性 条 件 所 决定 ，。 
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第 2 章 收 敛 和 紧 性 


2.1 W 8X PR 5 


分 析 以 汲 限 概念 为 基础 ; 确实; MAR A, DRIGAI E 
莹 所 色 所 形成 的 一 个 数学 分 支 就 是 分 析 。 我 们 先 介绍 序列 的 家 
_ 限 ,这 上 总 最 简单 的 一 类 极限 ， 通 过 对 它 透彻 的 理解 ,将 米 罕 握 其它 

类 型 极限 就 容易 了 。 

”我 们 将 在 w 维 Euclid 空间 Rh 中 进行 讨论 。 光 介绍 描述 点 
和 点 间 互 相 千 近 的 术语 。 

定义 ”如 果 zoE RB” 利 7?7>0, b e 为 中 心 、 以 ?为 半径 的 
30 


(2.1) Bryr) = vm; æ- <r}, 
以 点 æ Jn DÀ 0 为 六 么 的 阔 球 是 
{2.2) . Blay t) = {ele t x), 


Re 中 的 一 个 子 集 ,可 果 它 含有 以 xo 为 中 心 的 一 个 开 球 , 称 它 
为 ee 的 -一 个 邻 域 ， | 

z 的 邻 域 包括 充分 接近 的 每 一 个 点 。< 的 最 重要 的 部 起 运 
z 的 开 球 ， 注 意 , 在 R? B, JRRD REI ACAM, TER 
中 , 开 ( 闭 ) 球 就 是 (对 称 的 ) 开 ( 闭 ) 区 间 。 | 

XX dn) Je— 47 91, BUE e 的 任 -- 入 域内 , ATER 
个 nn 的 值 以 外 ,含有 其 余 所 有 的 Ca EYI) n) 收藏 于 z。 如 果 
ERAF a MARNE 
(2.3) g lim Las 
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übro-lma, frO, AIRT A Em, e, ms DI 
外 ， 开 球 BI, DEAR tn EHnm,e "QE TOO. N L 
DERRER e, EON, 是 一 个 下 整数 , 它 满足 如 下 条 件 : 
[x-e.|«T, 2>N,. 
四 为 的 每 一 邻 束 包 含 其 些 Br), BE x KAF e HRY, 
对 任 一 正 数 ”， 必 存在 全 整数 NL, 使 得 


(2; m Era KT, n2. 
Eo A RAKI GVE Ea 
T: 51 (. CR Cet S80, 或 有 极限 ) 是 指 存在- en 


4i f imd RE 之 、 如 果 不 存 在 这 样 的 z, RITET ARS, Ul 
ic) 收敛 于 2， 称 字 是 序列 的 极限 ， 我 们 有 时 用 下 面 的 式 子 来 代 
替 (2.3) 

æ= lim Lans 
E 


s= lim tn, 


请 注意 收敛 序列 定义 中 的 用 词 。 下 面 两 种 讲法 有 明显 区 别 : 
4 除了 有 限 个 % 外 包含 其 余 的 2” 和 * 除 了 有 限 个 ,外 包含 其 余 的 
mn”。 如 果 根 据 第 二 种 用 语 ,在 E h, JEA e= (一 1)" 将 收敛 于 每 
—c€ R, 这 是 由 于 序列 仅 巾 二 个 元 素 组 成 ,因此 , 任 一 开 区 闻 除 了 
有 也 个 ze 外 包含 其 余 的 。 芝 一 方面 , 及 是 长 度 小 于 2 的 区 间 没 有 
这 样 的 性 质 ; 除 了 有 限 个 ww 的 值 外 包含 Xx,。 因 此 这 个 序列 Goo 
Wo. 

spas 假设 


z-limz,  y-lim»y, 
n n 


O 对 作 一 实数 ? 


(ii) Cr, y? = limia,, Vs. 
:证明 (D 36e OIL CD ELA I E ese 0 n AE — p EX 
gx 
| Ce +y) < (es, Yn) ET ERLA + i9 — Yal’ 
假如 下 式 成 立 
EN Paus 
[y -yi <-> 


jæ ~En | < EE 
ABO cou ey, Sy ce y 的 距离 和 将 小 于 7。 由 于 人 fw KAT, w 
GEERS M, 使 得 


|E Enl L A 


Zjef 
类 似 地 ,由 于 Gu MCSIUP v» MOÍEACTE SCIEN , Wa 
y — Yal e n>N, 


», nz HM. 


4 K-max(M, N), FÈ 
| Cex +y) — Cem, tY) | € 7, nzK, 
(i) 对 这 一 类 型 的 论证 ,有 标准 的 处 理 办 法 ， 
(Gn, 一 《fn Yn? = CVs 3 一 十 《一 Yaa 
根据 Cauchy 不 等 式 
(Es Y — Gu, yo | «Ima yi e [yl i-a], 
BUT y= lim Yas 除了 mw 的 有 限 个 值 外 ,有 
CREARSE 
从 而 
lyn | «1 iyl. 


Hble i+ y CMUSLZUAS 除了 有 限 个 全 处 ,应 有 
| 4m, y? g Com Vs? ESIR 2.] 十 (9 7 ull. ` 
余下 的 证 明和 人 中 一 样 。 | 
应 注意 引 理 的 三 种 特殊 情况 。 假 如 

t= lim x,, 

Y= lima, 
则 

-g= lim, —mr,Q) = 0, 


过 此 ,一 个 序列 最 多 只 有 一 个 极限 。 在 Ci) 中 如果 xz。 = Ya 有 
‘wj? = Him [e|?, 
容易 主 明 ,可 以 把 上 式 中 的 平方 去 掉 ; 其 实 , UO JR CR LIC SE 
平凡 的 如果 n, 收敛 于 zy 则 有 
jæ] = lim TA P 
这 是 因为 
Hz] - jz I im md. 
Æ R'€-,LpxRGi) 可 这 样 叙述 , 如果 x KAF E M Ya KAT v. 
则 2.2, WELF my. 
定理 10 R" ass 好 ix. 
Me sl c. Pe), 
ix MAR RERE mAAR APA Ae ea WER. 
假如 


rlineys  1sjsm, 
LJ 


p Aw OSCE 光一 了 Ut. e s 


O STERRE EUER LC mI GUTER. 
a 38 * 


证 明 Wl HEC HE oec Cta aTa 6 3$ EATER 
Ijem, HP 
le, 7 m iE xs - xl, 
Wi lim|x,—x|-0, AR En UCF wy。 
现在 ,假定 对 每 一 个 万 1j mm, 坐标 序列 ea E Vv, 
= lim znys 定义 X= Gy n, 24), Hi 


ix - xs eio mal dz Enf + e+ [Em ~ mud. 
由 十 每 一 个 序列 {zy 一 xwyl} 收敛 于 0,， EIC. HREAN, EH 
WAERT O, RELE mje- ax] =0, BD x=lim x,, 

S31 由 定理 1 可 得 芭 复 数 序列 {2 ie. mi aal 
收敛 于 0, 就 称 % 收 弘 于 zs。 在 C 和 诬 闻 有 一 个 自然 的 对 说 ， 令 
2-miíy 对 应 于 点 C2， y). 很 据 定理 1 得 到 ,z= lim z, ft 92 2&. s 
PHE Re(n)gWRSCT Rec) ha, WF me), xung C* 也 
有 类似 的 结论 。 

B2 我 们 经 常 谈 到 矩阵 序 PTS 讨论 实 ( 复 ) bx kyi 
阵 岩 列 的 议和 伊 性 ,将 在 空间 BR” *[C**] 中 进行 运算 。R*** 由 元 本 
是 buclid 空间 的 k ARREN E (REA Pd. GERE. Ex Eg. 
By sissdo SC UPCTXPSILXERUMUN. RER: 3E A, MAFA, 
B, SUE B, MOBPESERLAQB, KAF AB, WEHR AE V 3| 3g n 
(i) go E ER 2 Ml. 

AB- AB, | S |A| |B- B] + |A- A, Bai 
这 里 放 到 了 第 一 章 定 球 5( 复 的 情况 ) 
à IST Lc 1S1 TI. 

例 3 ftm URS GO. 421 FADE 

SUITE IC ER 


(2.5) S,zcpGe 4 A. 


对 无 穷 级 数 
(2.6) Xx. 


好 


来 说 ， 我 们 称 (2.5) 中 的 S. S, 超级 煞 的 部 分 和 。 MRE N 
Sa Bog S CUR SR cC REG 如 果 


| S = lim S,, 
我 们 称 S 是 级 数 的 和 , 并 写作 
(2.7) Sz. 或 S= Me. 


级 数 的 记号 (2.6) 是 简单 而 又 方便 的 。 当 我 们 说 ,之 大 无 穷 级 
HARRA {zx,} 是 一 个 序列 ， 我 们 感 兴 趣 的 鞋 泛称 分 和 总 ,的 收 
敏 性 。 和 但是, 如果 妨 是 一 个 岛 度 ,而 我 们 写 出 〈2.7)， 这 表示 级 数 
rex, HAE S. 
在 1I.3 节 ,对 每 一 个 数 4E [0,，1]， 有 一 个 小 数 慌 未 

4 一 .al 02 Q3*7*, 
用 级 数 的 记号 上 式 就 是 ， 

r= a0, 


设 < 是 复数 ,|z|<1, 见 级 数 


n= 


re, EAC -27L 对 这 个 级 数 有 
S,-lvz4e £x (1-2)(1-2)1, 
IF [a <1, limz-0, TGhl-eUGKSCT, HS. kF 


G- 。 用 记号 表示 就 是 ， 


» 4D : 


习 HWH 


d. a Rap 8, x URTA AER EETA? x Pn ARH 
ZEH A? uxor 
2. R S RH de ATRI. WITTE DAAZUEXS TES, 
La « 
jim x» = Sup S, 


ao Sip oHG, T 
inf S lim z, x; sup S, 


3. iG Ho SUL KCN EET, LEE T He, 这 一 命题 是 真 还 是 假 ? 

4. CTFiBRHE YGE RN? dc. IKAT m, W ro 的 最 大 整数 部 分 收 M 
于 工 的 最 大 整数 部 分 。 

5. 下 述 绪 论 是 真 还 是 假 ? 设 zw AF x, MOGE) En 和 zx 之 间 共 类 角 
KATO 

6. 设 

Tn=1+2i+..+2°? 
Hf kx, KAF m, 请 找 出 满足 下 述 条 件 的 最 小 的 NS 
Ix 2x10, nN., 

7. r0, n KAF xr, H^ m, CPV x. 

8. (AR —AJGUW. LMDEUCMSSSHEGU UM RNR A deer B, 
qu 4B- B, RABE RETIA 94, 1B. |a | 0538 RSS. 

9. 设 z 是 一 个 复数 。 证明 序列 

nl " 

是 存 界 请。 再 从 有 四 性 证明 它 收 化 于 0. 由 此 形 证 上 明 ， 对 e>0， 存 在 常数 
K, RTERA n BN 3E UD nof 


10. 25g R” WORD ld zd Rhi -Ai Pla) zdE 
TAPS LEIETEBDEE. WHAE n. 收效 于 B) PG) SUE Pia), 

WU. 没 LH Rx IDIEORRERUETL, (Rin LCD A, ARR 
oun. GER | 


. df a 


"limi, !| = oo", 
n 


12. d z,€ R, rz, p x, UER EREA 


1 
Sn 二 (xix) 


ERAF c. 


2.2 MW SX E 


REOCDOEIT SS HERI ERIBSEEQUSE. xxi. TAEA 
道 序列 极限 的 情况 下 ， 确 定 序 o [IE d SU EC EY META 
HAERE? — DEEST o RUE PUDE SI Es 

LL n=1, 2,3, 
KEAK EA R Bai, PIS U de fih 
HEI RIFA TER- VUEAPNUTOGÓMOUUL 65. —4d 
1& X. HJ SEA ARI ii SERIE SE IU SR RESI HB IT, 
Em2 dr 
DUXLT IQQ 
是 单调 章 各 的 实数 序列 。 序列 {2,} ERAI, 充 要 条 件 是 序列 fi 
界 。 | 
ERA 只 需 证 明定 理 的 充分 性 。 设 
PEVKE E xL, 
BH becR, TH bkEHRMUEM ET IEEE 
上 确 界 ， | 
z-sup(z,n€ 2.}. 
(dr20,WjJa—cORRa.EUESS LEE. Hi 存在 一 个 正 整 E 
No, WE 

i Cy, 人 > 人 一 了 
因为 心 下 rares<z， 从 而 就 得 到 
。 42 。 


TTT mT 
定理 2 是 实数 系 所 将 钴 的 另 - 形式。 这 正好 是 上 确 界 疗 在 手 ， 
的 序列 形式 。 显 然 , 对 单调 下 降序 列 有 对 应 的 结果 。 
设 vi, a, X3. ce 起 任 一 有 有 界 的 实数 序列 。 对 每 一 个 n， 定 义 
Cn = inf {zakan}, 
(2.8) 
b, = supiz kn), 
狼 我 们 有 两 个 单调 序列 , 一 个 增加 而 另 一 :个 减少 ， 
1S OO SIT bb. 
TY 33 6e, TY RÉR ER EAREN: 


lim inf c, lima, 


u 


(2.9) 


lim:upez,7 lim ba 
n 


iN, 
Tim inf r,-zlim snp fre 
AX EN) ERRA (eu) grsk. TUGRIPGUNESÉE. nds AF 
Jim inf H| lim sup i) 3E f (&, 
定理 3 dig BERAKTA. WOES E ERE 
lis ii 7 ,= liM supa,, 
MEEA A, EAF TARRAA BR AE fo 8. 
证 明 用 (2.8) 定 义 向 &, H bn HX — DEN ME 
€, XH xdg 620, Xe pelis] N. 全 得 
r—ecm,«m-8, n>N, 
2E Jt, | 


bm 
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EEIE, NN, 


出 此 易 得 


æ= luu g, = lim b,, 
La "n 


SUE, 候 定 我 们 给 定 一 个 序列 Go WE 
lim inf w, = lim Sup 2a. 
4 e= lim æ= lim bas RAEI e, AT v, 60, 存在 正 
整数 M, N, 使 得 
z-exa mte, miM, 
p—£&£«b,«r86, NEN, 
Hie. HE 5, EEX A 
EEL nM, 
mte, nN, 
于 是 ， 
s-t, <e, nzmax(M, N), 
我 们 经 常 使 用 记 导 lim eH lim Ta EIIN lim sup tn, 
和 im infe., WEAR F e ng ERE ATERIK X5. 
下 述 结 论 (我 们 仅 对 im sup $03&) 有 时 是 有 用 的 。 如 果 8= 
limsupz, 种 &>>0, 则 和 仅 对 有 限 个 nn 的 值 ，z%, 宇 3+e，, MARES 
A n RI Ense, 
实数 系 的 完备 性 显然 将 导出 Euelid 空间 E" 的 完备 性 的 某 . 
种 形式 。 完 备 人 性 多 序列 形式 可 以 十 分 方便 地 用 Cauchy 收敛 准则 
的 术语 来 搬 述 。 
我 们 从 R^ 的 序列 过 wy pA. WMR D AFPA s BUT GENS 
充分 大 的 从 个 各 靠近 极限 点 r,， AE Gers] HUE (BYE LL 
EX Cauchy f AEREA FPE HY 3l Gs {E-e >O, 
FELRE x M. 使 得 
(2.10; |t. 7 m4 LE, 20 IN, 9 IN, 


* 4d o 


我 们 刚才 提 到 , 每 一 收敛 序列 是 一 个 Qauchy JE P], FKE 
<2.10) 中 的 正 整 数 N., 可 以 这 伴 来 决定 如 果 m, KAF 2, 选择 
Na 使 得 


: 已 
ww, < 了， 


n N. 
AX FE, (2.10 UR VY. 
定理 4(R” 的 完备 性 ) R” pir Cauchy Fe fiib disk. 
证 明 d 
d= (anla t. om’ =, 2, 3, -e 
是 R” h ARFI HAE 7 
us 7 t| Ei Ee tala 
Bits WMR {z} Æ Cauchy 序列 ， 则 对 每 一 个 2, od oo RR h 
的 0auchy FE 9i, BREER IRF I PE -AARAA 
由 定理 1 就 知道 序列 c A R RREA RI 中 流明 
定理 就 行 了 。 
设 (en ER Cauchy 序列 。 我们 如 何 去 寻 找 实数 ZC RB, [89 
X AAT e 呢 ? 首 先 ,序列 是 有 界 的 ,根据 Cauchy Afh, FETE 
LO PEE 
|z&—7041«5, kN, n>N, 
Fm 
læn- Tal <5, n>N 
AM EFIR RRE 
lel, c, lEy-ils 5+ [£x |, 
THX ung a| <M. 
现在 , 令 


bd 


c =lim inf £n. 
我 们 向 读者 重 提 它 的 含义 ; 


. 45 


an= inf (xps kn], 
Gp IO SARI. 


g = lima, 
u 


根据 实数 系 的 完备 性 (定理 2), s 是 存在 的 ， 并 且 断 定 xz, 收 
SUY x. 

4 e 0, 我 们 希望 证 明 , TARA n ASh en ERKA 
《人 rsy c e)F3, WIARE v, (n AN AEK (e, v6) 
册 ? 注 意 和 的 定义 ,可 以 找到 这 XFER N, 使 得 
(2.11) 4—t-a. EL, 
OC, dp ag 的 定义 和 {2.10)、 得 到 两 件 事 ， 

(i) z,»r—e,X[—3] n2 N, ` 

Gi) 存在 其 此 kN, bn. Ca (6/2. 
《在 人 让 中 ,可 以 用 任意 大 于 zx HRR (6/2). ) 

更 在 用 Cauchy 条 件 。 存 在 正 整 数 P, 使 得 


(2.12) TAT AE £>P, nP, 


2 E 
TSE (2.10) po N PX. BUS, mE- «EIS N, 
CL LUC, BRE- ROS ACT IN 10 f$— Bebo un. Aus No», 
Bri. Gi)$102.12) Bl (3. 
EELE, LEHE, RSN, 
例 4 FERRERI K AREARE. Van 是 一 
AY a, 3€ H. 


(2.13) Wd ua. wisi, d xe 
Mj iz,) 4; Cauchy 序列 。 为 什么 ? ftus «cn, Wl 
| - 24] 


SPTE c Q7 1.4 9r 1) 
= O9) 3-0) 
* 


® 4d e 


#1 全 一 满足 条 件 (2. 13) 的 序列 是 En SK TS. 
815 对 某 些 等 定 的 部 列 ,Oauchy 条 件 常常 表示 成 以 下 形 
式 ， 对 民 的 序列 mm 引进 具有 下 述 性 质 的 一 列 集 Si S5, 
G) S$,28,58,25- 
(i) x,CS, 
(Hi) lim dimn(S,)-0, 


ixHB,diam(S0 A S n9dg$ S, 
diam(S) - sup(lz - y]|e€ S, y€ S), 
如 采集 器 是 有 界 的 , 即 刘 果 总 包含 在 某 一 以 原点 为 中 心 的 球 内 , 那 
杰 集 六 的 直径 是 有 限 数 。 显 然 , 由 (，( 生 )，(iti) 得 到 Cauchy RE 
列 ， 
diam(S kt>N, n>N, 
MOS EPHE- A RE Cauchy 准则 的 另 一 形式 。- 


jj H 


1. "FMubWUEIÍCSAMN XP alje 
quU he TE Gn KN 
2. ck|]pn-- EGER 
Him rn ~ xn 和 | - 0, 
IB. A Cauchy 序列 。 l 
3. 举 出 - -个 由 六 理 数组 成 Cauchy 谨 列 ， 使 它 在 有 理 数 系 中东 收 
4. izin, Hm jafis itih? i 
5- 下 述 命题 成 立 吗 ? E m 级 , 对 范 数 的 集 
{lz ln€ Z} 


6. FEREZ, GEOP De, KA ngang fh 
{lran nE ZF 
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SATER KA 
T. 设 {z} 是 有 界 的 实数 序列 。 ARSA t ARE, K LS GUAE: 
的 条 小 , 仅 对 有 限 个 mw 成 立 ment, Sc] 
lim inFz, = sup .1, 
8. KEGG? 设 ziig jell, 则 Xz^ dX. 
9. 下 述 命题 正确 吗 ? RAE kxk iW, A 21, M XA" e. 
10. & 
Tas (1-23)(1-27)-- (1-277), 
证 明 此 序列 收 敏 , 并 且 lim m0, 
ll, dm Gu AEG FU) SEU 91, TERR 
lim Sup(z, + y,) < lim sup z,* lim sup Ya 
12. WRA 48 FERE. i dra RT hTE 3N, RA 


x Ix, Taa, 
n=l é 


Nirat Caucby 序列 。 

13. 王 述 命 题 正确 吗 ? 在 RR! 中 ， 任 -… 收 敏 序列 必 是 一个 递增 序列 和 一 
"P 3g qx ng 

14. LHNBOUCMCESRWERS. £p-cbsnUSIEUE, REKLE, BA 
FEMA, | 

15. dps xm R pi Cauchy YIRA — ER, (omar 
上 朋 单 涛 收敛 定理 ?( 利 用 Archimedes Hirti. ) | 


23 20 8 2$ 


现在 我 们 将 会 看 到 , 利用 上 -一 节 的 收敛 准则 , 对 无 穷 级 数 可 以 
导出 什么 绪论 .我们 将 讨论 两 类 最 重要 的 无 穷 级 数 ， 也 就 是 正 项 
级 数 和 绝对 收 姓 级 数 。 

我 们 常用 到 级 数 的 和 以 及 数 导 级 S EX =S， EXT, 
W Eiern t= 二 人， l 

(BL at JEF 54 Bon] De TE Gu uz ES 


A bak dg D. 
n 


» j8 » 


虽 部 分 和 构成 一 个 增加 序列 ， 
—À 
Rx — FAAR, HARAT ERKA, ATO SE SC) 763 
级 数 收 伍 。 如 果 序 列 {8,} DERRI, CRTR MES ARE 
fk. 
对 于 非 负 项 级 数 的 这 两 种 可 能 情形 , 为 方 合 起见 ,我 们 用 下 述 
us: 
f Ek — O80, 
| 2m, oo (发 散 )。 
例 6 读者 应 熟悉 下 面 两 个 简单 例子 


a1 1 
D 
第 一 个 级 数 发 散 , UT P928 
EELE E E 
(2.14) isi(ildeGueild- 


第 2n 个 部 分 和 超过 (n+1) 3 。 有 几 各 方法 可 以 证 明 第 二 个 级 数 
cao 其 中 一 个 方法 可 用 数学 归纳 法 来 验证 ， 


(2.15) Dél4dg eb ed oc 
于 是 
工 
ze 


出 此 ,一 旦 我 们 验证 了 《2.15)， 单 调 收敛 定理 就 保 评 了 级 数 的 收 
合 性 。 但 是 它 不 能 告诉 我 们 级 数 的 和 是 什么 。 其 实 


Sí zm 


[7] n* 6" 


. 4202 +- 


但 求 出 它 较 困难 
对 于 非 负 项 级 数 之 zny 要 判断 它 的 部 分 和 是 和 否 有 界 往往 是 不 
容易 的 。 这 计 要 有 相当 的 智慧 或 经 验 。 初 学 普 订 能 会 把 精 方 浪 帝 
FE ya és d] ci A zl JéTq dx ERE UC, 甚至 看 想到 象 (2.14) 或 
那样 分 项 以 前 很 豆 能 误 认 因 调 GURCBLES EAS. 验证 了 不等式 
(2.15), RIDARE T l 
1 
2 d < co。 
但 是 , 当 我 们 考 变 一 个 无 穷 级 涩 时 ,我 们 往往 不 容易 想到 这 笠 的 不 
SEX. 
fu SUEATEDLEST VEZEIREREAR cadi o do o ER, XP 

本 

TE. dn 
2 VM eo, 
H H Osce, 最 然 : 
| Taxe, 
JE S2, 只 要 对 充分 大 kije ny e En Yn dE MR J 
ma. . n>N, 
EE, Ht 
2 Ya 7 cos 

JE TILXEF -- MI EAE n, 有 En Ya zÀ, yj Xe, A. 


| 8017 162.1 35,3] — UI OS EUANT. 1 89 RGE IEEE 


+ 50 > 


Rees e 


特别 ， 
(2.10) erco, 0O<r<l, 

通过 把 级 数 的 项 与 几何 级 数 (2.16) 的 项 科比 较 ， 可 以 断定 许 
SARDE. Duis, 

n? 

(2.17) zx < oc, 
由 于 , 对 充分 大 的 mw, 有 

: 2 /Qn 
(2.18) 5 «( 1) i 
为 条 么 ?不 等 式 (2.18) 就 是 

(ye 

对 充分 大 的 m 这 个 不 笃 式 是 正 兢 油 。 因 为 对 任 一 固定 的 1， 阁 注 
© sici, 则 有 


lim nt" = 0, 


BUSH LENM. DOS 


lim — 2 
n 9 +1 


3X*BHO«r«L rede N, 使 得 


i<(. e ) n=N 
KIA us 


1, 


这 一 .不等式 可 写作 
(m+ Lt cab, nN. 
于 是 对 大 的 nn, 序列 1w2 引 半 泣 减少 ， 因 此 人 它 收 化 。 如 果 极 限 相 是 
lima mat" 


Co lbéuim [jp 


f 2 
=lim (2r) piai, 


e 5} > 


读者 将 发 党 级 数 
对 每 一 实数 z 收 合 、 目 前， 我 们 只 考虑 非 负数 ng。 如果 0<%<1， 
REPARA. KAAR e 也 收 你 ， 这 一 点 是 有 意义 的 。 固 定 
一 个 %， 3$ n 取 大 的 数 时 


将 发 生 什 么 情况 呢 ? 其 实 ， 级 数 的 第 (+i 项 是 由 第 ”项 飞 以 
c/ (i-r 1) WIS, Xolkn 足够 大 , antr, 于 是 第 (m+1) 项 是 
Hi ugue k AAT LI, RS NCUCÓR V RT bt R oR 
AHR. PUETE AR, fpina AIOE N, 使 得 


Ta miei. 


Nad 
jui 
^ X pt Y 
wo m uy M 
no 7 jt usé $5] 
-55sogd mU ak 
i 
« o0, 


我 们 山 才 讨论 的 那个 级 数 是 指数 序数 的 疾 级 数 ， 关 于 它 我 们 证 号 
VLS. H4 e= la, AS EWR, CETA es 
1 I 1 


d EE E rd 


关于 非 负 级 数 ， 从 单调 收 敏 定理 得 至 了 一 些 结 沦 ， 对 无 穷 级 
数 , 让 我 们 从 Caachy 收敛 准则 出 发 , 看 看 能 推出 些 什 么 、 设 有 一 
Aj C CI 2 Eie. V RE eu, 部 分 和 是 Shs 
S, Yu 
iiu 3. EH OS gEEE. WRR U HEM 4, 级 数 
. 52. 


VOR EN (5, E Cauchy 序列 ， 对 S, S. E) Z RISE 
离 作 粗糙 的 估计 : 
IB Be gars o RO 
HU. Epa CE, EE 二 

R k PI n RRE ETE BERE 1g I RS RUN LINES EEG 

Darl Hee tlga c8,  Nckbn, 
RAH 
(2.19) l You es 


就 可 以 了 。 那 末 , 对 每 一 >0, MERE N, 使 得 (2.19) 
成 立 ? 这 只 要 下 述 数 项 级 数 收 敛 就 行 : 

(2.20) S la,] « co 

ES M CRM dd indi ud 


YY un Sena Ser P By 77 2621 ERAN WCG, W E BA. 


Jah EEG RDUM REA. AA. 意义 上 
对 监 伍 级 数 是 一 个 “真正 地 ?收敛 的 级 数 , 因为 对 这 样 的 级 数 ,我 们 
就 能 说 级 数 的 和 正好 是 全 部 向 量 ms 的 和 。 在 求 和 以 前 ， 我 们 可 以 
按 任 何方 式 交 换 初 结合 这 些 向 量 ,理由 如 下 。 
设 有 一 个 绝对 收敛 级 数 De. AAS 总 满足 
|s E Si, | «3 ls,l. 
其 实 , RAEE EXT EE A DIE Kg 


E» 9 一 区 
(arai) | 会 : x Pa 


这 一 事实 对 一 切 可 能 的 排列 亦 成 立 。 设 Ao Aa e 是 正 整 数 的 子 
集 的 序列 ,使 得 每 一 个 正 整 数 冯 都 在 某 一 个 4x 内 ， 
Z. ct -— 


A, [| A= d, | ny k. 
对 每 一 个 mw 因为 


所 以 级 数 
绝对 收敛 ,并 且 还 可 以 断言 


Sr = > Vn)e 
$a hb. 如果 


Ya = P3 Tu, 
RUACICY v, 收敛 ,并 二 
y EM. 


- 结 记 可 以 从 (2.21) 直 接 得 到 ， 
IS =y IS lapl» 


|S- (tys E erh 


ke CiU A) 

58 HFA HRE EARRAK 在: 求 级 数 的 和 
THE, 好 里 重新 排列 级 数 项 的 次 序 或 用 某 些 方式 去 组 合 级 数 的 项 , 必 
2) p ^HÉTA. Du Ze LER 

THO 
Eco 
Wu zrC0W 218 4), m, RITE EER A 


因为 , 这 两 个 级 数 都 发 前。 下 列 事实 是 著名 的 , 位 我 们 不 打算 证 明 
E. ADe, HRR 3 705 FAR Wee ni XS 
A E 它 的 项 重新 排列 可 以 产 告发 散 级 数 ， 而 且 不 仅 如 此 ,对 全 一 


s 54 。 


实数 s. 还 可 以 重新 排列 级 数 的 项 ， 使 所 作出 的 级 数 收 全 于 3。 因 
此 ， 除 去 绝对 收敛 级 数 外 ， 我 们 个 能 把 级 数 的 和 当 作 ^A nbi HJ 
fI". 

例 9 HBAXAU EAUX kxk., GIAI «I, ad 

PAP (A92 1) 
绝对 收 仇 , 因 为 Aj AQ, n0, EdESCE 
T-A" | 

HE, xxm LXEORUESOU). SURG XXE I-A wÉ 


(2.92) B=}, [A Ten T. 
(2.23) B(l-A)s(-A)BsI, 


也 就 是 说 ,了 -4 是 可 逆 的 ,并 且 B= -A 
设 44 是 以 复数 为 元 素 的 x5 矩阵 ,定义 和 4 的 讶 数 为 
(2,24)  exp(A)-e4^- I4 A- 4 + 


1 
B Mpe 
Šim 


这 一 级 数 绝对 收敛 ,因为 ( 见 例 7) 
zs 
URB EHER, E HIEEA TIAE s AB- BA, 则 我 们 可 以 证 明 


ElA+B8)— eAAgB = ebet, 


aha m p lAs ei- 1, 


SHE I xg y EEM 
> 2 ÆM = eM, 
于 是 


n! TII 
因为 
1 
xx » ] 
Exi kl PIES 
重 浙 组 合 一 下 ， 得 到 
1 
Ag B — NOW om ssl "p". 
da > 2, EZET A 
由 于 AB- B4， 这 就 是 说 
dE P2 ! PAB" =en, 


习 
1， 说 + 和 +t 是 任意 正 实数 ,对 一 切 充分 大 的 n, IEA 


PE 
2. 下 述 命题 成 立国 ? 设 0<1<1, 则 
Ani" <o, 
3. 根据 上 述 两 汀 , “i n WARU ET mt Bo mde OPERAE US 什 


d. 设 {zsj 是 砷 负 实 数 序 别 , 它 单调 收 化 于 0。 证 明 无 穷 级 数 
LC- irr, 

ik 

9. EEr, 是 R* Ppr s HDEBSUM ESRDHE, AE R papae 
界 序列 。 证 明 数 项 级 数 

3G Yn) 

$e 3x Or, 

6. 证 明 不 等 式 (2.21), J: RACZ. Ra Ta 下级 ， 并 成 XE 
(2.21), 
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了 ， 设 GE RI 中 国 量 的 剖 列 , 满 志 
之 | Y, —Xay€j | «o, 
WEBHMERXAU Gub 3E. GE FERgHESUEIOS Dos Cauchy 序列 ，) 
8. 利用 各 几何 级 数 作 比较 的 方法 , RESI AE COS OUS. {to 具有 下 述 性 
Bn: ; 
(a) (ERFA) 


s = lim sup 7 


Ea 
则 当 sebo, CE, 绝对 收 全， 
(b) GRE) UE 
t= lim sup Miz,[. 
M3) 01 时 , 级 数 Er ENKA 9 121 时 , ARR. 


9. MUR Yh m 


5,X.3 - Zw- 3), 
ARE BB R- -ABU S. 
10. (m) EIERE RD TS UER De, pA HOLD 
Sx 
k 
HNW. 
11. AAR 10 ZR A65 REUS T i DUI n ck: 
Dre q-90, 
12. 设 m4, m o EIE HOROR REJE EIZ MS LAGE 
Dre, 
证 时 必 存 在 正 整 数 六 il， Ns, Steg 具备 以 下 人 性质 ; 
(i) NSN: SN; <; 
(ii) Jim N= oo, BIN) RE FO 


(ii) EN,z.coo, 


=。 57 = 


13. 证 明 对 一 切实 数 x， 有 


er>1+x, 
可 按 下 述 次 序 来 验证 : 
>l +z,- z0, 
e*- Bc Oxixl, 
etol +z, r-l, 


el+r,  zER, 
14. 利用 第 13 题 结果 证 明 , 对 一 切 复数 2， lzi <l, 有 


exp(T ES zl: i) iraga, 


15. RAE kxk ERE, EREE e^ SETA, 
16. it AA BAJjE-XRUDIBBkxkóEg Hy -4E) 59 
«I - BAy'! 之 间 的 简单 关系 .在 什么 情况 下 ， 这 一 关系 式 对 一 切 如 和 有 呈 成 X? 
lT. Riun EEF 5, 
II w, 


LI 


RES. ins S5) B1 
Pa pi Wi = USUS Wp 
。 收敛 于 非 零 数 邮 ， 册 称 无 穷 乘积 收效 。 利 用 第 了 题 和 第 13 通 的 结果 证 明 ; 设 
(2, HE Ge 一 了 序列 , 34H. z 
Elaa] «o, 

Ri 3555 E 3 
IT (1 4 z,) 
ai, i 

18. i& Er, 是 实数 项 级 数 , 它 收 敛 而 不 绝对 收 敏 ， 证 明 , 溢 + 是 - -个 实 
数 , 则 可 以 把 级 数 的 项 重新 排列 , 使 非 好 的 级 数 收 才 于 二 《提示 : 从 级 数 中 取 
足够 多 的 正 项 ， i 接着 又 取 足 够 多 的 负 项 , 使 它们 的 和 正 
好 小 于 ft, 等 等 ， 

*19. dct R” HARAR, CURTEA. 把 级 数 的 项 
REGEAH S RMUSRUR I. 试问 , 对 应 于 种 种 不 同 排列 的 级 数 之 和 所 
» 58 + ` 


Je s S de pep a 6? 
*20. i—i kxk jiji, EHA 
det eA = ett 


(det RRITAR AX tr PRAE. ) 


2.4 IB gi 


对 序列 (en Ki, 如 果 对 一 切 充分 大 的 ^, zb r GRUT. 30 
这 - GIRATA L. EFE Aa ROET AE EA e A 
tE, 我 们 仪 圳 知道 序列 存在 一 个 沟 点 ， 也 就 是 存在 孔 限 洛 个 mn 使 
r, Ae 靠近 ， 

定义 ”如 果 z 的 每 一 个 邻 域 包 全 无限 儿 个 呈 所 对 应 的 us W 
称 点 x 为 序列 {zn) BE S. 

我 们 可 以 搞 个 方式 米 说 :如 呈 对 任 一 >0 Ahi c-r E 
必 存 在 基 个 大 >wy 使 得 

l [en «e, 
e i e Ru. UAE E AT x. AE S R Ai 98 
NA. 

例 10 Uy 72，73，… 是 下 有 理 数 所 组 成 的 序列 ， 按 下 列 

方式 排列 ， 


mi 3992 
9 a ä 
4 g 3 
e 3 


> LPS 


30) E — 3p f 323 Fry n] nuo ng Pe n. 

例 1 RTE AS XE HEHEROUSIPSERTA. dp An, RS 
中 考虑 ， 

Tas, 1), ERR 
eam (L, 0), 1 是 偶数 ， 

第 - -个 坐 标 序 列 是 0, 1，0, 1，…， 在 五 中 它 有 下 个 珍 点 0 AÍ, 
第 :二 个 些 宗 序列 是 1,，0, 1, 0… 它 有 同 绊 的 聚 点 .特别 , 0 是 第 一 
AARE RR, 也: 坚 第 一 个 党 标的 聚 点 ,但 是 我 们 不 能 断定 D, 0) 
起 并 中 序列 的 聚 点 ， 

EK VIP Sina, uu, ms yi. dos yss ARIETE 
下 整数 mi Ags nas co, RT 

(1) mi«npgzna« 7; 

(i) Ya = Zp 
就 称 Yis Wa Yay c mao, ms, c EF ER. 

HANK IK, UJ Y m7 GE- os Suy dus t, Mb ns «X 

OE LU Gu) AE Gub S — FH EL. dox c» xu, ini 
子 序列 讲 清 趣 了 了 。 

引 理 à mo JETY 9 ins) E OUR PESE AR HE Gn) 存在 某 个 子 
人 i 

证 明 3EDE SU, ii 4t x Ae 3E Es B (3 o nue 使 

tota «1, 

并 上 且 有 无 限 多 个 na, WA 


iese, Z 


i. 
从 这 无 限 多 个 中 选 定 -个 , 使 ma> 妆 。 按 此 方式 继续 进行 下 去 , 得 


E 1 


1 
la - TELS Lr 


a 60 o 


nQ« no ng 
实数 系 的 完备 性 保证 了 BOVARI RUNE. -AFIN if 
ELO GL, 然而 ， 只 要 它 在 EU 中 育 一 个 有 办 的 部 分 ， 碟 必然 存 
HERL ER. 这 一 性 质 第 思 做 a 中 有 眶 一 分 的 “ 诗 列 紧 性 ? 
| EBRI (Bol:ano-Weierstrass}) KR” 中 dicc RR TES 
BOR. SRM, Rh 中 任 : -有 界 序 罚 必 有 收效 子 序列 ， 
RU TRO ERRE E CUL BI Il, EDGER. 


i: 
n: 


PETA E 
2,55 (sig ***) Tim? 

BT Bai S im, m AEAT AE EAA R, BRDIES 
HH NU AE M Pd 对 R” pM E PARKA AFE 
一 信子 序列 Tor ma.ce. EERBARE 有 hu. X- 
子 序 列 是 有 界 的 。 因 此 , WRTA IR EUN — rc ICA PP. 3X 
一 午 序 列 其 有 这 位 的 性 质 , 3 RERO Z8 — p pp VY £X, [0] 5 
Ar 85 ig o tcs st. ARPA EIER 一 个 了 序列 , 它 的 等 
AERE A SUY S. 

qi, HA e h aga F A eg E ER LAT e XXÉ 
FD, BAFA FA REF AE. WRR TAA 
引 朋 概念, 不妨 直接 定义 

vr-sup(fKico,z4, WARLA, 

PRESE e EFIR. 

X Rripi ERE SE LR IE REEImIUCOR-MTE. 

RMR- F Bolzano-W eiorstrass 定理 的 另 一 证 明 ， 该 证 
明 嘛 为 直观 些 。 取 一 个 有 有 界 序列 ,用 三 零 数 晤 去 肥 它 ,使 它 成 为 园 
区 域 ， | 

B= {m 0r, j=1, ©, m} 
"REQEUSJSU B. RIERA ETIR EB p, AA 
. 6l ~ 


[c 8 48-28 fiz PRI EC [RT i m E Cartesian fil, 

B-Ix.exIl 

= {zw E I, l« jm). 
HTE, Eff Asst DE T AR Ti B E ?个 闭 区 域 的 并 
集 , aA IX BLA m A HL ig Cartesian t 
Jixcee x Jum (mz; €J,, KJEM a 
每 一 个 Jy 是 [0, 2 ]x[ 1.1] 中 的 一 个 。 这 2" 个 闭 区 域 有 重合 
的 部 分 ,但 这 一 点 没有 关系 , 要紧 的 是 这 些 闲 区 域 申 必 有 一 个 包含 
无 限 儿 个 止 整数 所 对 应 的 ra。 从 这 样 的 阅 区 成 中选 出 一 个 喇 og 
Fu RAB- -PEs dB E: 分 成 2 个 闭 区 域 ， 设 Bs 是 一 个 让 这 
战 ， 它 包 舍 无 限 多 个 正 整数 所 对 应 的 ge,( 见 图 发。 这 种 分 党 省 
进行 下 去 ,就 得 到 -- 列 闭 区 域 的 学 天 套 ， 
Bi Bs ći 

它们 中 的 每 一 个 都 会 有 无 限 多 个 正 获 数 所 对 应 的 ww， 3EHL D, 的 
X KA 27, 特别 

lim diam (D,) - 0, 


: | 


3d a 


m tR, RIPT LOE PE n «m cg 
En E Bre 
因此 ,这 个 子 序 询 是 Dauchy Jp 5539 EAA 5). 
在 选 定 B, 以 后 ,我 们 也 可 以 不 用 Cauchy 准则 ， 而 对 每 一 化 
标 应 用 区 间 套 定理 。 


J B 


1. WER, fp R p E FUTURUS FRI, 它们 就 是 
lim inf z, Aj lim sup x 

2. d 2 UH 1 的 复数 : 

z2=6, 0<f 一 2z 

m 5] (27) 的 察 点 是 什么 ?要 区 别 下 面 两 种 情形 :8 E 2x PREGE O 7 AE 
2x WU GU. 

3. WALETA Yn |ueocco4RGE ARGES]. uEBHUT IOS 
Eji -RA A AGEE, HEX. 


4. dix Cauchy F3, ARARA FF PSP x, Hes 


5. gba HschUTRAL EAE ens pr malo l. DEI 
FU SUPR KE A 

6. 设 {z HRAUUUADREERAL Exp m ÉWim-zabel B 
PERAR 


T. Rir SERAN UT A E 
lim sup z,«sup Tae 


OEC ALTRA, 
8. EH MRE GL 2| T, RE 
(3) ziei pfe 一 点 z 几 不 是 序列 的 聚 点 ; 
(09 gne LU z REIER, 
=D. TuBHBEITEBMEIOULAIERxRiixEe. WES) C4" 52d 
CU RUN EE. 
uds 


2.5 开 集 和 闭 集 


本 节 标 题 提 到 两 个 十 分 特殊 的 集 类 。 在 Euclid zrjg b, 3 
有 它们 也 可 进行 分 析 ， 但 这 就 会 失去 不 少 东 西 ， 开 集 和 闭 集 的 机 
念 阅 晨 了 收 改 性 问题 和 射影 几何 学 中 的 问题 . | 

定义 ”如 果 B"cpay RU REKETA, NUES U 
FE. 

TFH, U 是 开 集 当 且 仪 当 满足 以 下 条 件 ， 对 口内 的 每 oi 
存在 正 实 数 r, 使 开 球 B(x, ?7) 全 部 包含 在 内. 

定理 6 任意 个 开 集 的 并 集 是 开 集 ， 任 意 有 限 个 并 集 的 交 是 
开 焦 。 

证 明 HUn EAER, 令 

U-LJU, 

Ap ceU, WHH- a, 使 ED FEU Erg. KAU 
BA U. RU d ec 的 邻 域 。 

HU, e, U 是 开 集 , 令 


U= Ur 
k 
E LsEU, 对 每 一 个 和 Ts 有 sn MAAR 0.260, 使 得 
B(ziv,) CU,., 
取 T Au Ti, Ta, c, T, 下 的 最 小 数 , 刚 
Bim n cU, 


ER G CS (EE, UTERET HEURA, AREN 
一 水 定 更; 

例 12 每 一 个 开 球 BQG v) HÉJEGE E. Bu yEB (er) ny 
Ely t) Bar), Xx Hl 
^ 6d 。 


t=r-læ-y]. 
于 是 ,任意 个 开 球 的 并 集 
JB(eas Ta) 

旦 开 的 。 进 而 可 知 , 每 一 个 开 集 都 是 这 种 类 型 的 , 即 开 梨 是 它 所 包 
含 的 那些 开 球 的 并 集 。 

例 13 察看 一 下 R 中 开 集 。 每 -个 并 区 闻 (&, 9) 是 R 中 开 
集 。 但 是 区 问 (4, 耻 不 是 R 中 开 集 ,因为 上 E (a, b], 但 是 不 存在 
AH DURFEE EURE, DIN. 无 界 区 间 (4a，o%o}) 蚌 请 ! 中 
开 集 。 

BV 中 任 一 开 集 是 开 区 间 (Q,5) 的 并 集 .在 一 维 情形 , 开 集 U 可 
用 很 特殊 的 方式 表达 成 区 间 的 并 集 ， 这 是 由 于 在 R 中 的 开 区 间 
具有 竺 别 的 性 质 ,如 果 凡 个 开 区 间 有 公共 点 , 则 它们 的 并 集 是 开 区 
闻 (ARIA), ERRU pEi Ae, B I, 是 包含 这 点 的 
那些 开 区 间 的 并 集 , 并 包含 在 集 万 内 。 则 I 是 开 区 间 (可 能 是 无 
SH). BG. 对 每 一 个 EU， 有 一 个 包含 2 而 含 在 口内 的 最 大 
的 开 区 间 Ie WEYEIn WE 了 = Ia HANE, E I, 
一 切 点 属于 也 内 的 局 一 个 最 大 区 间 , 它 就 是 工 .因而 , 设 zryED， 
则 或 者 T= 了 。， 或 者 I 和 工 ,的 交 是 空 集 。 那 林 不 相同 的 区 间 
7T- 有 多 少 个 呢 ? 只 有 可 列 个 〈 见 习题 13 和 附录 ).。 于 是 RB! 中 任 
一 开 集 可 唯一 表达 成 也 不 相交 的 可 列 个 开 区 间 的 并 集 . 

例 14 考察 5x8 (RAEES. WU ERAT E i 
的 集 , 亦 即 矩阵 4 存在 4-!, 使 得 44-1= 4-!14= 了 I。 那 玉 ,U HE 
集 吗 ? 对 此 可 说 些 什么 呢 ? 我 们 将 这 样 说 , 若 和 矩阵 4 是 可 逆 的 , 则 和 任 
一 (充分 ) 靠近 4 的 矩阵 也 是 可 逆 的 。 在 前 面 例 9 中 曾 证 明 ,每 一 
ACRUÉ DL EE EXE 0 PE JE RES B9. dE | 了 | 1, 则 


HeT SO, 
sx 


. 65 + 


WART- n] 
8-53 1-8)», 


BrA,RIBBUJ&GEA. HAEE, EREB bE, m5 
和 4 的 接近 程度 应 如 何 呢 ?现在 


A-B-A(I-—A^!B), 
或 
I-A^CB-A(A-B), 
于 是 ， 
"I-AB! CAIA- BI, 
设 
! . i 
A-B, SAI , 
则 
[IT-4-i8!<1; 


RHE, A B Rupertus. dpr Ac m3, BOBasupi*. £x pSpxR,ug 
HERRENE AJME A CU, 则 口 包含 以 点 4 为 中 心 半 径 为 
14…11 -1 的 开 球 。 

定义 如果“ 的 每 一 邻 域 包 食 总 中 不 同 于 z 的 点 ， 称 点 & 是 
集 5 的 聚 点 。 

引 理 ” 设 S 是 BR" 的 子 集 ， 而 “ER"， 则 下 列 陈述 是 等 价 的 
(同时 成 立 或 间 时 不 成 立 )， 

(1) 2 是 集 S IAE. d 

(d) stana S 中 无 限 个 点 。 

Gi) 在 S 中 存在 序列 {zn}，, 使 得 ms, 并 且 z= lim Trs 

证 明 REJM. 

谈 才 可 以 注意 到 * 集 的 诊 点 ”和 “序列 的 聚 点 ”这 两 个 概念 的 类 
> 66 。 


修之 处 , 商 羌 明日 这 商 才 的 关系 也 是 重要 的 。 设 (n Gà R" HY 
列 ， 则 它 的 象 
S- (t; n€ Za, 

ik R” ATE, CEAFA ApEn RRR. An Eom 
的 每 一 ionic agi. odd Lu add 
FERI a MARERA TEOR Piu RR— Adda t S 中 无 限 
Ar Ri, 1 BUR GEB do n [EDI T, (4 65— oM y jÈ 
FA KRDI WE. aA TAT. 
实数 序列 
, 0, 1, 0, 1, 0, 1, = 
ARAROMI. 序列 的 象 供 基 S = 旨 , 1}, ERRERA KR. 
MRES 4 中 的 一 初 项 者 不 相同 ， 则 序列 的 每 一 个 聚 点 也 都 是 总 
的 聚 点 。 

数学 的 许多 部 分 常用 到 序列 的 聚 点 ,极限 点 和 集 的 莱 点 ， 注 ; 
XH “accumulation” 表示 序列 的 聚 点 ， 用 “ciuster” 表 示 集 的 
聚 点 , 因此 在 上 上 段 中 才 讨 论 了 它们 的 区 别 。 

定义 ”如果 集 丘 的 每 一 个 聚 点 都 属于 KEK, WREKEN. 

闭 集 是 对 诗 取 极限 运算 封闭 的 集 。 从 上 一 引 理 得 到 ， 对 于 集 
K, 下 述 条 件 基 等 价 的 : 

(i) 区 是 闭 集 

(i) 设 他 v 是 下 中 收 伍 点 列 , 则 它 的 极限 属于 五。 

定 至 7 集 & 为 开 集 当 且 仅 当 它 的 余 集 是 闭 集 。 

证 明 设 工 是 总 的 余 集 ; 

T - {s ER" rN). 

我 们 只 要 考虑 以 下 事实 就 行 了 : DOR TEA H5, 就 是 说 ,如 采 cc T 
则 将 不 是 工 的 事 点 。 

系 ""————" 
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f. 

证 明 HAER 608p 7 PD ITEM. BORRAR Ee, 
BIK o RARR. Ha, RU. EK 的 余 集 。 则 每 一 UD。 是 
34$, 而 并 集 

U =U, 


上 开 集 。 这 一 并 集 是 
K-(K, 


(4k RETE RGEU, WREG. GAUAF, OK R- pu. 
ARRAKALA. HINT, FRERES 
合子。 每 一 个 并 集 的 测 子 部 提供 了 一 个 闭 集 多 例子 ( 反 过 米 也 一 
样 )。 但 是 机 记 住 ,我 们 也 训 以 不 通过 开 集 来 认识 闭 集 。 
例 15 RI ER Cantor 集 ,， 下 面 介绍 它 。 从 至 | 


HAKALO, 卫 出 发 ， 从 中 取出 中 闸 的 长 为 二 的 开 区 间 ， 即 开 区 
问 ( 寺 ， 呈 ), 翻 下 的 是 两 个 不 相交 的 团 区 间 的 并 集 , 再 分 别 从 贸 下 
来 的 这 两 个 区 间 的 每 一 个 中 取出 中 加长 为 - 击 - 的 开 区 间 ( 见 图 5)， 
然后 ， 理 从 留 下 来 的 四 个 闭 区 间 的 每 一 个 中 取出 中 间 的 长 度 为 喜 


的 矿区 间 。 这 样 无 限 好 进行 下 去 ， 留 下 来 的 训 是 Cantor 8 K, 


图 5 
KRALO, 切中 内控 一 个 开 集 口 ， 这 个 开 集 是 以 下 开 区 间 岩 
mug (3. 3). (p a (p $) c. BAUER 
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集 ， (0, 113& Pri Si, Bp UA 
K = (x€[0, 1], 2€ U) 
Emi., RKE HRR, 把 已 中 开 区 间 的 长 如 起 来 ， 


1 a lag. Epa nE 
7+2 gtt a E js 
= 2) 
2 8 


但 是 ,各 却 含 有 许多 点 一 一 不 可 列 个 点 ,特别 ,那些 删 去 的 区 地 的 
端点 显然 属于 五 ， 但 是 到 包含 的 点 比 这 些 端点 更 络 . 

我 们 十 分 细 仔 地 来 描述 Cantor 集 ,我 们 把 区 间 [0, 1163 5H 
艺 进 制 小 数 来 表示 , 它 是 一 个 级 数 的 和 


e= $a, 
这 里 数字 a, 是 0，1 或 2、 这 一 数字 o, 是 根据 “在 区 间 序 列 中 的 
位 置 定义 的 ， 这 些 区 间 的 长 度 以 每 次 滋 去 的 速率 减少 


,8, - Ssup(k € Z; : 
@ = SUP {k C Z; 037+ k37? m), 


ub), 


Gn = suptk € Z,a;37 e au ud 00. R3 ^s), 
Cantor 集 包含 一 切 这 样 的 点 zx， 在 2 的 三 进 制 小 数 表 示 中 ,数字 
RRX ORAA D., AEE 中 含有 区 间 [0; IPEN: 在 
Bt 5ICH XO 
$1437—À $5 w^ (m-02) 
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TE gAn J LO, 1j. 

RP H RIRE TAEPA PA — T ARHAR. 

定理 8 (Bolzano-Weierstrass) R” pt- A Amm) 
TER RA. 

证 明 ES Reo SE, AAAS AE d — P E lens 
"P henhi, H Erže, (不 同 点 的 序列 )。 对 这 样 的 序列 , “包含 无 
[BE T 2? 就 是 * 包 含 元 限 多 个 nn 所 对 应 的 zx”。 

定理 9 设 

KDK, DKD- 
是 吾 ” 中 的 有 界 闵 集 组 成 的 序列 套 。 如 果 每 一 ,是非 空 的 , 则 交 
(Es 
REZ., 

ER 对 每 一 个 %, EEK, PIREA m. AR fy 有 界 ， 了 因此 
ARAL, BTX kn A EKn 又 由 于 EK, 是 闭 的 , sd Es 
内 。 

下 面 是 一 个 有 趣 的 应 时 ， 

例 16 一 个 善于 分 析 的 数学 工作 者 可 以 通过 下 述 方 法 来 证 
明 三 角形 的 三 条 中 线 交 于 一 点 。 设 脏 , Y, Z 是 三 角形 ARC Wi 
的 中 点 。 于 是 ,由 三 角形 的 相似 有 (1) 三 角形 ABC FypBLZLU 
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HIE XYZ 的 中 线 ，(2) diam AXYZ = z diam AARC (H Bg 


。 岂 三 角形 XYZ 代替 三 角形 4BC， 并 重复 上 面 的 敬 法 ， 这 样 
一 直 进 行 下 去 , 定理 9 此 时 变 成 了 什么 呢 ? 

我 们 可 以 认为 定理 8 用 几何 方式 R Æ T Bolzano-Woiorst- 
rass EPR, EEPE O CARA diamcR 0 UCSICTE 0, 则 一 切 下 ,的 
次 还 好 只 有 有 一点。 这 一 结果 比 定理 9 HB, CEM LE R” 
Cauchy 序列 收 伍 这 一 事实 的 另 一 说 法 ， 
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I. ut RME RR R'quueXJPXBBEfÓ. 
2. ESE R” HTE, SEFA URE S= R" RASER T 
以 先 在 站 中 证 明 。)， 
3. RSi R” UTR S 的 一 切 闭 子 集 的 并 是 什么 ? 
4. 下 下 的 复数 集 哪 -一些 是 半 的 ? 哪 一 些 是 开 的 ? 
(a) DHE itt z= z" i a 
(b) — mikt > 的 2; 
(c) — WU AGI NS a 
(d) 一 切 满足 条 件 1z| 是 有 理 SH z。 
S. PERIKE? ii SUR SES SHR. 
9. 下 述 结论 成 立 吗 ? 设 S 是 尼 的 有 界 无 限 子 集 ， 则 SS 区 聚 点 中 有 -一 个 
ERAH, 
T. 下 述 命 题 成 立 吗 ? 设 人 S 的 企 一 子 集 是 水 的 , 则 人 S 只 含有 限 个 点 . 
8。 下 述 命题 成 立 吗 ? 设 有 的 在 一 子 集 是 开 的 ， 则 有 只 合 有 限 个 点 。 
9. 设 5 是 一 个 乐 ,S 的 xb PREE rot S= iry yE Sh. WHF 
Kiz -AFREJSE 闭 焦 的 每 一 个 平移 是 闭 集 ， 
10. 关于 开 集 ( 闭 集 ) 的 数量 倍数 , 你 能 说 些 什么 ? 
H. R 0426.4 是 实 直 线 上 的 开 区 间 旅 ,并且 交集 


BP" 


非 空 , MARRARA EXC] (和 广 居 区 间 的 定义 。) 。 
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12. He re GRAS TA- RTK, 它们 两 两 不 相交 : 
J.niae-Q, af, 

证 明 4 是 可 列 集 。 

18. ig.4d R^ 的 子 集 , B Rr, Cortesian dd A x B JE R "7? 
WFR. ipud 

(a) dim BJé9r8i, m] dx B inp SE. 

(b) 4m BibBHE, Uu] x B EEDE. 

14. H kxk EZARREN EG? 

15. MIL R” WAFER, K ER” 的 了 团子 集 。 PEKERE 
FIM F, Prya knife Anga 

16. Re pe ig. 

17. inmEKAWBS, HEKHE -AREK RA KKE ex 
33. TH Cantor 华 是 -一 个 完 全 集 。 

*18. a - 非 空 完 全集 是 未 可 列 集 。 
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*19. 一 闭 集 是 一 个 完全 集 和 可 列 集 的 并 集 。 


2.6 闭 包 和 内 部 


ESE R” 的 子 集 . 一 - 切 包 含 S 的 闭 集 的 交 称 为 8 的 a. 
一 切 包 含 在 S 地 的 开 集 的 并 集 称 为 S 的 内 部 . S 的 边界 是 六 的 十 
包 和 人 余 集 的 闭 包 的 交集 。 

ge S xia S iol. TRS 是 闭 集 , 它 是 包含 S 的 最 
INE, 0 条 件 是 等 价 的 : 

(i) c€8, 

(Gi) c€S AX vd S Bx x p LATERE., 

(ii) AS REFERAT e UFA 

我 们 用 8° 记号 的 内 部 《虽然 我 们 不 大 使 用 这 记号 )。， 显 然 ， 
4 ”是 一 个 开 集 ， 它 是 访 的 最 大 开 子 集 。 对 于 点 ， 下 列 条 件 龙 等 
ffr ijs 

(i) ses’, 
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Gi) RFR BG v) $468 内 。 

Gi) 在 S Hd RÉBRENCECT o HEA T. 

对 于 点 we, FIRE r: 

G) 2 在 总 的 边界 上 。 

(i3) 2 的 任 一 分 域 包含 S 的 点 ,也 和 包含 8 的 余 集 的 点 。 

例 17 考虑 开 球 B(xs;7)。 它 是 开 集 ,因此 它 等 于 它 的 内 部 ， 
D 的 闭 包 是 闭 球 是 (wo3?)、B 的 边界 是 以 wo 为 中 心 , 半径 为 了 的 
球面 

S (eo T) = {ws Ix 29] eT). 

在 地 中 ,，“ 球 面 "是 一 个 同 。 在 R 中 , "Rud? REH B p 

例 18 我 们 考察 的 一 些 子 集 、 为 了 理解 闭 包 、 内 部 和 边 
3,— RME 7 Bros BUSES 开始。 设 % 是 ”中 的 点 ,是 8S 的 边 
界 上 的 点 ，z 不 属于 S. 3, SKURE- AHR, RES 
是 开 区 域 还 是 闭 区 域 ， 它 都 由 这 条 网线 于 围 成 。 对 这 两 种 区 域 来 
说 ,它们 的 内 部 , 闭 包 和 和 边界 都 是 相间 的 。 这 两 种 类 型 的 区 域 都 是 
很 特殊 的 集 。 通 过 这 些 观 察 ,我 们 现在 可 以 说 ;性质 最 好 的 焦 是 这 
样 的 集 , 它 是 闭 的 ,有 并 的 ,并 且 等 于 它 的 内 部 的 闭 包 ， 
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在 同一 个 外 中 ;从 S DOBLE ic 1:89 JR EUR TR] - 29 Hs 记 为 
T. BB ALGO TER RRETHE., PATRE, PARAR AU ELE. 
T. KURTE TWR”. np ESSE EBERT UI 
部 ,内 为 它们 此 至 不 属于 2。 不 过 ,这些 点 倒是 在 T ag AUR. 

jon Locales iV BR? h pj AG, y) 
HRE r Hy ZEOREREX. ODE REENE., W 的 
4^ RAEV AR, i 形 。 显 然 王 的 内 部 是 空 
ii, Big IU fU foo HEMLAEV RRR., dA dE V au iso 
它 就 是 整个 RS, 

最 后 讨论 实 钠 于 的 区 间 了 

I= {fzy 0)3rE(cy b) 
显然 ,是 实 轴 上 对 应 的 财 区 间 ， 

Ë= {Cr, 05z€[a, blh, 
1 (在 R'p)tgpg dos f, 因为 了 的 每 一 点 部 看 了 的 边界 上 。 I 
HAREZ. MERE R 中 讨论 区 间 (6, 02, 它 的 内 部 和 边界 和 十 
述 的 内 部 和 边界 就 大 不 相同 。 因 此 , 左 计 论 集 的 闭 包 ,边界 和 内 部 
Pf, 从 本 质 上 讲 , 不 能 把 这 些 集 扳 立 地 作为 几何 对 和 象 来 看 ， 而 应 该 
记 住 它 是 横 对 于 特定 的 空间 来 讨论 的 ， 

定义 ” 设 S 是 的 于 集 ， 如 果 人 的 经 一 个 点 都 在 S 的 闭 包 
中 ,就 称 S 在 了 中 稠密 . 

釉 密 性 和 近似 有 关 。S 在 了 中 秽 窗 意味 善 守 的 每 一 个 点 可 以 
用 尽 中 的 点 近似 ( 按 序 希望 的 接近 程度 ) ， 亦 见于 的 每 NUES 
后 点 序列 的 极限 。 有 理 数 乐 在 W RR. UO JEU WE (n, 
是 RW 中 的 点 ,其 中 每 一 个 x 是 有 有理数 ， 虽 这 些 点 记 收 的 
ab a ae E 
WERS EK HER AU 

例 19 ee 
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Rs [4 39 S i5 x Ht Ae T A Pon 
集 , Hi p Ag RE ied Fæ 02.5 PR IDRUS Epis, S 
HARET. T o us ABBE, M 
ANRA STEAT SEGAR. Peigi pi WMR AEBe, X 
A UE nexu g aA a WATEA ACI, 
X kxk HEA, BEH k AR e UU Ate ROBZLWE,XE NUI 
4+c 是 退化 阵 , 0j 

det(A +eT)=0， 
jupe ra c 的 名 次 多 项 式 ， 多 项 式 的 零点 是 4 的 特 
征 值 。 由 于 二 是 退化 阵 ， 这 些 特征 管 中 有 一 个 是 0。 设 非 坟 特征 
Ni MR uM m Uc 
lei <ò, Ac cd HATRA, REET- Up EXE e, A eJ rn] 
W PE, ub EGO P MURS E. AMAZ, Axha 
S: dd E? 4E Euclid HATRET E, 


j Bi 


l. EE S BV EXE S dd OH E. 
2. S 的 内 部 和 R-S pnm SIS. 
3.2 RER” 中 边界 为 空 集 的 一 切 子 集 。 
4. 如 果 人 和 8。 fudit 则 S? GE SippRHE. QUBSSRTNLHM 
AgSRm Sum SAAR. xibERVUIW 
6. ing S xm, hr MA MERARI. roce] 
1. HER R” piis ROHEA BpUSxI- U AC Rn 有 
SN ACSN. A. 

8 RSR R” 的 线性 子 室 间 。 证 有 明 ， 和 如 果 全 的 内 部 是 非 空 的 , M 5 = 
de 

9. df ARA MP ASA 


R-——.R 
IA f ARZ R? pup AER f. 
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30. 设 G 是 耳 的 一 个 加 法 子 群 , 即 忆 是 实数 的 -- 个 非 空 集 , 当 XEG 和 
y€G 时 有 ftz- 扫 EGG。 证 明 下 未 两 条 事 必 有 - HH: G 由 革 - - 冉 定 实数 
的 一 切 整数 偿 所 组 成 或 @ 在 玉 中 往 密 。 (提示 :G 中 有 最 小 正 数 吗 ?) 

1l. 设 

píz, y) =F ary" 
十 漆 个 变局 的 多 款式 , pO, RECS p ATER: Ko (n y); p y) 0). 
ERKAT, HETET an AER. (因为 矩阵 的 行列 式 
是 元 素 的 多 项 式 函 数 ,所 以 例 19 是 本 题 的 特殊 和 情况。) 

12. WRR pE SHL PERIE SES RISIEENE: S rM y EL S 
FF, Mp mr RT y [TRE EC Ux AES, Ao sUAEUG dE M yE S ea, 出 对 一 
WKI, tir-(0-2py 也 六 SS 中 。 证 明 

(a) DE GS SE 

(b) Pm —( 

(c) ESEK, Hry AS pih, > {x +) 也 在 S 中 ， 如 只 
s, Ju] S Z5 85. 

#13。 MERER OP SR x kp ie x k Eig HEISE T4, 
GER: G k ARES OREXERIXIISERICYT. ) 

"14. 用 13 是 的 结论 证 归 Cayley-Hamilton 定理 : 每 一 个 上 x E 
icai. 
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2.7 X 集 


紧 性 是 如 ”中 每 一 个 闭 的 有 界 子 集 所 特有 的 重要 几何 性 B. 
紧 性 的 概念 与 用 开 集 覆盖 一 个 集 有 关 ， 

定义 设 S 是 R" 的 了 集 ,S 共 一 个 芒 奖 是 一 族 集 {Um;a 4)， 
使 得 

SCLU,, 

S d— ^ PEE ES ! 

a) SARRA mii Un MERR, 
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(bb SPA REB, 如果 指标 集 寺 起 全 限 的 ; 

《cj S mre np mise, 如 果 指 处 集 芋 是 可 列 集 。 

3&I 135 E PEHIE TERI i. E RULES 的 一 个 窗 莹 ,也 可 以 说 
WUST 8. AE uk EDS TU. FE, S 的 可 
FIPEE SEREOT SEBUIY 34 U), ES ipu — p Ee Ev 
U, E, 

例 20 BES JE R” 的 任 :~ 了 村 集 ， 则 访 有 很 多 不 向 的 开 覆 党. 
例如 , ER” ES HASRAT. RE, S 520,1 

U,- B(zy£), 
pU, 2€ S) ESANA UN S qiie. WERA 
PRUUEGPUSES) BS Dco oV S Z E 
ERTEN e, MURAR REER S AE. E 
Vs = Bl: m) 

期 当 0&8 M, (V5ES; SIS COPA, R 

D,- (my æl <n}, 
M Bo J& iS 85 n[28 JP. X Ze PORE ju RP 85 ni PIE, 

设 (UgecA) JÉfRSUH)—A- WR, B ETERRA T T 
dE. RIE (Ua a€ BEE S DEUS MD TEATES PIA w MI 
(2.25) Scl. U, 


可 以 成 立 也 可 以 不 成 立 ， Ani (2.25 m xr, FRU. ac B) EAN 
TiUS4ac AL BAR, RR (US oc P) KAUA PUER 
A. TERETANA, ELAR HEP, qx MggfbSp— os 
集 被 覆盖 这 件 重 要 的 事 . 
定义 WURSER 5$— ATEMA- dB TN, X 
HRK CORE. 
要 使 六 是 紧 集 ， 必 有 下 列 情况 。 如 果 我 们 给 出 权益 天 的 任 一 - 
。77 。 


JERR Ua REIR AMAJ RAOR MAMEDE Uas a 
U,, CHEN, XEBEBH 1] SCARE A, WTE A RT fs] 
JUS, VAAKA RRRA POE fE— TOV BÉ P (E 
限 柳 盖 。 根 据 下 述 定 理 , 我 们 可 以 每 到 目 紧 集 的 例子 。 

定理 10 -ARREAK BERRI. 

UR 设 天 是 紧 集 。 我 们 首 抑 证 明 政 是 有 界 的 。 瑟 的 -一 个 闻 
TEASE) 

B,-B(0;j), n=l, 2,3, = 

BUT AK RERUR, pom ur A HD IRA RUERERES K, dpp Bc 
Bc, 因而 它们 中 的 一 个 就 覆盖 了 到， 

ERAK RE prat deo y CS CT K ij ec K, 4 

U,-B(m Siz-y!), 
WQU,czeKRiBALAEKS-TUEX. AAKER, K 中 有 zx1、…、 
tns 使得 
m 

Bor AK y 以 -asl 中 的 最 小 数 ， 则 B(g T) e y f — A EM, ox 
4 SUSCR fV K IERI, Xem IEERUENLT, 1n HR y KR 
T KQSEUE y BREKKEN., FE, EKE. 

例 21 有 有 -- 类 (无 限 ) 集 ,很 容易 而 出 它 超 紧 集 。 尖 人 zs} dE 
个 收 伍 序列 ,并 且 

s= lim r, 
IE S EIU RA EARS e DEAS s 
Ò= {Yy =r R Y= r, Hin), 

SERE, EAT. SRQUIP ESER WEU, 中 
公有 一 个 包含 XY HAE MTF ANTE, WU, E 
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BT Ad n ME mm。 选取 Ung eU, GALE TIU, 
mex HUS, UII EAR Fn wm. 

ZRI 设 总 是 至 ”的 任 - 一 子 集 ， 则 六 的 每 一 个 开 绪 盖 都 有 
I2) Y 2b us. 

证 明 考虑 如 "中 其 有 有 理 坐 标的 一 切 点 所 成 的 集 。 这 是 一 
个 可 列 集 。 设 点 了 县 有 有 理 坐 标 , 以 点 2 为 中 心 , 以 有 理 数 为 于 径 
作弄 球 , 当 Z 了 取 一 切 有 理 数 时 ,这 些 开 球 所 成 的 集 是 一 个 可 列 集 . 
为 什么 ?根据 财 才 的 氢 述 , 它 是 本 列 集 的 可 列 并 ( 见 附 录 )， 于 是 有 
一 个 开 球 的 序列 BL，B2，B3，…， 凌 中 每 一 个 集 B Iie A 
中 心 和 和 有理 半径 的 开 球 ， 

ME, WE (U,; a€. A AESES4)--4T-J FEE. Xp RECIEN n, 
要 问 球 D, 十 否 包 含 在 一 个 集 CE。 内。 如 果 这 侍 事 成 立 ， 就 可 以 选 
取 一 个 指标 xs， 使 得 
(2.26) B,cU,.. 

REME U. n 的 序列 材 益 了 人、( 注 意 ， 并 不 是 对 每 一 个 mp o, 总 
有 定义 ,对 邯 些 俩 wm 没有 定义 的 不 妨 什 意 指定 一 个 < 值 即 可 。 ) 
设 xE8S。 存 在 一 个 w， 便 2ECs。 选 择 一 个 开 球 Bie; Y) -U,, 
BE p RAR BUR T MUS | 


TE 
| 有 一 9?» 
选择 有 有 型 数 S, 使 得 j 
(32.21) Ip-z'«t«1 v, 


2 
从 2.27) 得 到 
gE B(pyt) c D(u m). 
AVE on, WBB Hig D. 46 fORETSSU.TmM. B 
J| B.E Ua 中 ,把 包含 D. RWA Uan WAC. 20. 
Ja 35 
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EU,.. 

S ijf — ERU, 中， 

定理 项 的 意义 是 很 明白 的 ， 如 果 想 证 明 一 个 集 是 紧 集 ,只 需 
要 进 明 它 十 “可 列 紧 集 * 即 可 。 也 战 是 只 要 还 它 的 每 一 个 可 列 开 覆 
TWEETER RTE. RIKA ECKEN R” PE- 
集 古 紧 华 。 先 让 我 们 暂时 撤 开 用 闭 集 来 描述 紧 性 。 

定理 12 UER TES. (Koac 4} 是 长 的 闭 子 集 族 , 并 
且 对 任 一 组 有 限 个 指标 A o a, KREK a DO D KL, ES, M; 

(Ea 


非 空 
证 明 设 {K。) 是 多 的 任 一 闭 子 集 族 。 对 每 一 个 指标 a 设 U。 
是 的 ( 开 ) 余 集 、 假 如 交集 
CK, 
是 空 的。 这 意味 着 它 的 余 集 
UU. 
包含 KK， 也 就 是 TAEK -ANAN BUPE RUD, EXC 
TEE 


K Uss 
于 是 
MG, 


RAN. KESELER- APRE DMR K. 的 交集 必 ， 
DU dk sro. | 

紧 集 原来 是 用 开 集 来 描述 的 ,定理 12 只 不 过 利用 天 集 的 余 集 
REPARERE. 则 于 在 分 村 中 ,通过 诸 集 来 理解 紧 性 很 重 
« 8&0 。 


要 , 因此 才 把 它 电 艇 定理 ， 利 用 紧 性 ,我 们 肯定 了 “在 一 切 天 s 中 
存在 一 公共 点 ”。 这 些 论证 我 们 还 将 用 来 证 明 以 下 关 习 紧 性 的 一 - 
个 报 重 要 的 定理 ， 
定理 13 (Heine-Borel) ÆR” ,4£—BUBR ARRIERE, 
证 明 把 定理 TL 和 Bolzano-Weierstrass 定理 合 起 来 就 可 
得 证 . 设 天 是 闵 的 有 界 集 。 定 理 11 指 出 :要 证 明 玉 是 紧 的 ， 只 要 
Bu 
K,- wE K,2€U,, iskan), 
* K, 是 前 一 个 套 着 后 一 个 ， 
K,0oK3»5Ka42:- 
HFK, AmA K 是 闭 的 。 由 于 天 是 有 界 的 , 所 以 每 
—^ E, 《特别 长 站 是 有 界 的 ,如 果 每 一 个 玉 , 非 空 ,Bolzano--Wei~ 
erstrass CEM 9) 指 出 一 切 E, 的 交集 是 非 空 的 ,但 是 , 这样 的 序列 
UU, NT BENE E K. 因此 ， 必 有 某 一 个 K, 是 空 的 。 AR Ky, 是 空 
的 , 风 U, Ug U, LN K, 
3 H 

1l. FAR REREH? 

(à) WEll >l 的 一 切 2; 

(b) 满足 zzk= 名 的 dz 

(c) ”满足 |z1 是 有 理 数 且 |z <1 H 25 

(d ”满足 e'=1 的 一 切 z， 

2. 至 少 要 多 少 个 长 度 沪 e KAKATAA [0, 177 

3. 下 述 结论 是 否 正 确 ? 没 是 复数 集 ， 天 在 实 胃 和 开办 上 的 两 个 正 交 
RR: ogg, 则 天 是 紧 的 。 

4. 下 述 绪论 是 否 还 确 ? 设 S$ 是 有 界 集 , 则 存在 包含 号 的 最 小 紧 集 、 

S5. R” pA- ARTETU HARMER e PROBES. 

6. "FitfibiEBSU TUE EUIS mp BEST] AnBIbE 

T. i4 BRUES, NI Cartesian PA» 了 是 紧 集 。 
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8. Ti&HiutE GEB SU EKXYSOAwSI*S. 
9. 下 述 结 论 是 否 正 确 ? 设 S OLP OORE, SARER SE 
10. 举 出 一 个 可 列 紧 集 , 它 有 可 列 无 限 的 事 点 集 。 
11. 台 果 一 个 紧 集 仅 有 可 列 个 聚 点 , 群 它 症 一 个 车 列 集 。 
12. PFH kxk (SpA, SR Wm 

(a) i6 4-4 gud; 

(b) -DERE A; 

(c) WE 4?=0 i A 

(d) WEA =A 的 一 切 A. 
33. dil WEIDO, 1 的 一 个 开 区 闻 序 列 , 则 

z LIKED, 
14. HAMBRE R RTE, 定义 
A+B=fr+y rE AH yYEBh 

(à) RART $4 B AT AR Hi] A+B REL 

(b) RARAN, B xk m ud Dmm. 

(Q WHARF: BA BAERE, T A+ BI RUE. 


2.8 相对 拓扑 


在 许多 场合 ， 我 们 只 是 在 R" 的 子 集 上 讨论 ， 而 不 是 存 丈 个 
Euclid 空间 上 讨论 。 例 如 , 我 们 只 想 讨论 定义 在 实 轴 的 一 个 区 疝 
[e, b] 上 的 油 数 。 这 时 ,区 间 和 暂时 成 为 一 个 小 整体 ,我 们 在 它 当中 
讨论 点 之 间 的 靠近 , Ucet, 开 集 和 团 集 ， 等 等 。 我 们 可 以 忽 巾 A^ 
的 其 余部 分 来 定义 * 子 空间 ?的 概念 。 

在 R” 中 取 定 一 个 集 8。 设 了 是 如 的 一 点 ，w 相对 于 矣 的 邻 
城 是 一 个 集 了 , 它 满足 | 

(i) Tcs; 

Gi) 对 某 一 ?>0, TES Bler ns. 

换血 话说 ,x ATF S RME S ATRE, Vor GSS 
» 2 » 


中 充分 接近 z 的 每 一 点 、 

设 了 是 & 的 一 个 子 集 。 如 果 下 是 它 每 一 个 点 的 彬 对 邻 域 ， 就 

称 产 是 相对 于 福 的 开 集 。 于 是 ,如 果 忆 是 R" 中 一 个 开 集 
V-2SnU, 
Wi VANT S EFR. 

dt FJERSPTÓB,.Dut FO p EXORCE S, MERABET FE, 
HIF RRABXUE S MyBB. T, uE FCS 时 ,下 列 条 件 是 等 价 
的 

(i) 二 是 相对 于 总 的 闭 集 。 

Gi) FSK, Hip AZ R” RHR. 

(üD 设 人 好 小 是 严 中 的 一 个 序列 , KENA S Am 
Ju] e de Fr, 

GV) FABSI-PS ER S - FE EHRT S SIRE. 

这 里 有 有 几 个 说 明 。 相 对 于 SS 的 开 集 族 在 任意 并 以 及 有 限 交 的 
运算 下 仍 为 相对 于 5 的 开 集 ， 一 族 相 对 于 S 的 闭 集 有 互补 的 性 
质 ， 在 任意 交 和 有限 并 下 仍 为 机 对 十 5S 的 闭 集 。 因 而 集 S 相对 于 
SELLAR. PES 中 的 序列 , 则 {z。} KAFR ES 
明和 仪 当 % 相 对 于 信 的 每 一 邻 域 包含 除 有 限 个 % 外 的 二,。 

也 可 以 定义 相对 于 的 内 部 ,相对 于 的 闭 包 ,等 符 。 我 们 不 
殖 多 诗 了 ， 只 讲 一 个 如果 一 个 代 册 相对 开 集 组 成 六 每 一 个 履 刻 
都 让 在 有 限 子 窗 盖 , 则 该 集 称 为 相对 于 SS 的 紧 集 。 设 五 是 8 的 子 
集 , 则 下 是 相对 于 SS 的 紧 集 当 旦 仅 当 下 是 紧 集 。 验 证 这 点 很 容易 ， 
伍 它 告诉 我 们 一 些 事情 。 笔 统 地 说 ， 它 指出 紧 评 是 ( 紧 的 ) 几何 对 
di in o ERE. 

8422. X455 S 不 是 开 集 就 是 闭 集 时 , RKE E AHX I 
焦 等 概念 。 设 人 S 是 R” 中 一 个 开 集 ， 则 “相对 于 S 的 开 集 ”只 不 过 
是 * 包 人 富 在 S 中 的 开 集 ”。 “相对 于 访 的 闭 集 * 更 有 起 ,例如 , 设 2< 
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e«b, 则 区 间 (e， cj 是 相对 于 区 间 (a, DUAR. 

SER" 中 闭 子 集 , 册 “相对 于 人 的 闭 集 "成 为 “5 的 闭 子 集 ?， 
AT, ATS HAR EAR. 区间 (1 , 工 | 是 相对 于 区 间 [0， 
IJA. PER SEA O 和 1 组 成 的 集 ，8= {0, 1), MIA (0) 
是 相对 于 8 HFR. 

例 23 WSE R GRETE, Q k= dim(S), IE S iam 
的 闭 子 集 。S 本 质 上 可 看 作 RS, WAP R LIP TS 
各 


itt-gr2, 
RB ydEShB.eiEXUT SOEXCT S 18-858). E y Ec dE 
上 的 正 交 投影 ， 


P 
AR" -—»6, 
y - P(a). 
4 ABGaEVCS, V 是 相对 于 5S 的 开 焦 ( 闭 集 ) 当 且 仅 当 
P^(V)- {3 P(z) €V) 
是 R” 中 的 开 集 ( 闭 集 )。 在 图 8 中 作 了 说 明 ， 


图 儿 
通过 相对 开 集 (或 相对 闭 集 ) 可 以 方便 地 定义 连通 性 这 一 下体 
TEES URS E BH" 的 子 集 、 我 们 要 说 明 驴 是 连 赴 的 意味 着 什么 ? 
在 图 9 中 ,我 们 大 概 会 认为 集 S 基 不 连通 的 ,而 右边 的 那个 集 石 是 
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连通 的 。 设 集 @ 是 从 图 9 右边 的 集 厂 中 去 掉 它 的 中 点 ， 它 是 一 个 
不 连通 集 凤 ?也 许 是 的 , 央 为 它 很 自然 地 被 分 成 二 块 。 但 是 加 果 我 
Aim Pd oR Ue, EAR E, B-t EA o en 
Ep ii KAA BER HE s S Td t. 下面 我 们 将 给 出 它们 
的 区 别 。 

S~ S, LS- 


Go ČO 


图 9 
| REX RURAKRES 中 存在 二 个 于 集 1 M So AE TREH, 
就 称 S 是 不 连 表 的 : 
G) S, 和 Se AERE SICSS- 0, 
(Gi) S8,USA 
Gii) S, 和 和 Ss 相对 于 8 RHN. 
VR S RORIS 9, LS REER. 
X] 55S XUL T RRP SE Dro. 
G) 总 大 连通 的 。 | 
GD E S-U,UU, Hp U P U: RGRAHSERS HDI S 的 
开 子 集 , 则 U 或 Us 中 必 有 一 个 是 窒 集 。 
G) GE TRRSQUTASTADUETDSIXJXUB, ud 壮 
T-8 或 者 了 是 空 集 , 这 两 件 事 中 必 有 有 一 - 任 发 生 。 
S9, Ro 中 一 个 开 集 S RRE S1 BUS S =U, UU, 
其 中 Ui, U; 是 BY 中 不 相交 的 非 空 开 集 。 类 似 地 ， 浇 集 S HORE 
xiu) Hos S=K UK, Xp Ky, K: E R” REG Ens 
闭 集 ， 对 于 既 不 是 并 集 又 本 是 闭 集 的 集 ， 我 们 林 打 算 讨 论 它们 的 
EXT T. ULBIDUL PO BUR BIY RU XE XX EDRR. 
定理 14 设 S 是 RB" 的 子 集 ,S 是 不 连通 的 , 则 存在 Bw 中 的 
. 8S o 


IR Us, Uz, 使 得 

(a) SU UU 

(b). SQU x Ó «SnUs 

(e) U, ft Us ERIR. 

uH 5j EORNA ETR PERS, iU, DERK, 

Witi a), (Do), 并 于 

(c) "SDU,n Us 是 空 的 。 
但 是 Ta AUU: 可以 在 8 以 外 的 点 相交 ， EDT 页 证 明 可 以 把 U, 
AU: 缩小 一 些 , 使 新 的 开 集 是 不 相交 的 ,而 (a) 条 4b) 仍 成 立 ,3 
种 缩小 并 不 改变 U1NS MUNS, 这 样 ， 余下 的 证 曙 对 愉 就 没 多 
SENET, 

令 

T; 2U,-U;, 
= 了 Da: -Ti 
RET, WEU, BAER n GO, 使 得 
Blan (æ) cU, 
同样 地 ,车 YEU2, A y cU», 并 存在 其 一 T9550, 使 
l Br 的) Us, | 
4 
Yu- Bes dns 


SPP NC " 
4 — | E 
V» EU b Tal y)).. £x 


WT 是 包含 T NRA FAS = pN S). ü l Ge 证 证 ， K 
利 了 > ERRER. mA l 

z€ Vif] 75, 

HRE- E P 和 gE Ty i 


* Ú a 


1 
FIF IE o (22, 
le- y! ! vu M), 


Sn), rs (7) BREL ATHEEK S MA nr Go) zr Qu), DI 
le-yisiz-eit Fi 
<Ir) Luo) 
sr (e). | 
DERRER 中 ， 然 而 yE (Ds 如 )。 所 以 入 是 不 
HSER. 
系 RKA K, 是 Re PRAMS, WIZJER Vis Foti 
f KEV, B Va f V» 是 不 相交 的 
EA EEHRLEP, WS =K UK Vi3k K: 的 余 集 ， 
Va 是 天 ,的 余 集 就 可 得 证 。 0 | 
3 a 
OL BERRE THCIERGUTAE URAR). 


2. Rip B. 

3. 设 5 是 玉 中 的 还 通 子 集 ， 则 S 必 是 下 述 三 种 集 的 一 种 : 空 集 , 只 有 一 
个 点 的 集 ,一 个 区 间 ，。 

4. 了 "的 任 一 线性 子 空间 是 迷 通 钓 。 

9. 设 站 是 一 个 无 限 紧 集 , 则 站 有 一 个 三 集 , 它 孙 是 相对 于 天 的 闭 集 ， 

6. 设 人 5S 是 有 界 连通 开 集 ， 证 明 ; S 中 的 任意 两 点 必定 可 以 用 在 S 内 的 
一 条 折线 相连 接 。 也 就 是 说 ; 设 AES, BES, gHipud-rsnryem-B, 
使 对 每 一 个 从 zz 到 的 线段 位 于 S 内 ，( 提 示 ; 同 定 -4， i n 
所 相连 的 如 点 的 集合 , 证 明 这 集 是 要 对 于 S 又 开 又 闭 的 集 。) 

T. 任 一 凸 集 是 连通 的 。 (如 果 一 个 集 包 含 连 过 集中 任意 两 点 的 线段， 
这 种 集 就 称 为 凸 集 。) 

8. 设 S 是 连通 集 ,并 SCTCS,， 出 工 是 连通 的 。 特 别 ， 有 连通 储 的 闭 
包 是 连通 的 ， 
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9. iB EVE d. ix dp IS? 

I0. ign ds e a eE og? 

11. 设 乓 是 Caator 某 ( 俩 15) 。 话 明 在 云 中 坟 存 在 包 念 有 多 于 一 个 点 
ntu. 

12, A Rip Aii — P CE Ur CHREETE SEIS f). A FREER E 
通 的 。 

13. AC" 一 个 起 平面 CARES S AT), R P3 RSS A 
3S. 

4. ARpA fos de R** 的 连通 子 集 。 

15. a 通 子 集 。 

ib. 民 " (2 由 的 球面 是 过 通 的 ， 

5. PEA ATY HE) ZORA pP(z， 切 ，Dps0。 设 天 ={ffzyg)7 p 
(r, y) «0 

(a) 


A 
RKURS T4. Kies puso 
18. SÆ RKT. raS, 人 13。 是 8 中 包含 的 一 切 连通 子 E 
Hd "TET EREE. ARS mS, 有 公共 点 ， 风 S,= Sy 
d a | 
"49. GEAR IEK. NKB]AH mW XA - d e 的 
A I-IBSRQUIOTXOHHSORUX. 


e AN a 


3.1 ik CE gh 8 


MUOPPABARQNE RE op EHO EE, RIDLABM RES Bie GE E 
性 ， 而 我 们 将 先 从 一 个 Kuelid 空间 到 另 一 个 空间 汐 疾 续 映 射 谈 
起 。 读 省 可 以 参考 附录 , 复习 有 关 函 数 的 基本 福 念 和 术语 。 

FERA F 

(3.1) "P ES Rn", Dorë, 
它 定 义 在 R* agp fe c, EUG CASUM] Bre. Ee DF 
IE AE HERO WERA P D PEAK E DIU R as, M Fa) 
Ung (e). XEJEGX ONLUS S De TPRORON Ss HC DIE AIL 
种 方法 , 并 证明 它们 是 等 俐 的 。 从 这 些 方法 中 。 我 们 选择 -种 作为 
定义 ， ETS RETE RIRH ORNER, 

EX Wb Fu G.D NOEL WAN B” 中 每 一 个 并 集 
V, gb FOMVO 是 相对 于 定义 域 刀 的 开 集 ， 则 称 元 数 F E Ee 
Bj. 

EHE GBA PUSH REEL ARA LUNA TERTIA 
TURPE LU. Heinie., WBEM, BE EEA Ai o 
是 区 域 妃 中 的 一 点 。 看 一 下 你 近 银 点 Fa) 的 一 切 点 所 成 的 集 ， 
也 就 是 a) 的 一 个 千 域 。 这 是 一 个 * 小 ”“ 邻 域 ”, 例如 可 以 看 作 
-个 开 球 

B,- B(F(rg)s5), 
可 以 断 音 , 万 中 充分 靠近 am AUIE AAB REF I ESL. B, 中 ,为 
。 89 « 


it WEH TIES REEN I IH 
EE.) = eE D; F (e) € Bys 

WRF DURAR. in DE zo 的 某 一 个 开 球 
的 交 ， 
(3.2) DN BG 9) CE" (B), 
3845 pi, (3. 2) BE] 

LE (n) — Fix] «6e, æE D, |r- 0! <ð, 
连续 性 指出 ,车 wo 是 给 定 的 一 点 ;zaE D, 且 对 任意 e> 0, Trfed 
一 数 65>0, 使 得 和 mo EB BENT: 0 HIRD A HT AUI? BRE RR 
Hi Fie 的 距离 小 于 e 0) 48, RIDEI SOR VE HI ROC 0 这 一 
RTE 

注意 ;我们 先 讨论 五 在 单 点 x6 MUSES. 

EX GP HEEPLR ARTS NUR V Je Rr h F (ro) 的 一 
Arp ES, yr grt Em Aat 是 mm ATD- -个 邻 域 ， 这 时 称 万 在 
"on PER. | AE | 
— TRIB, F REMIS EBUS FEIN S TRD i — 
连续 。 eue e, 6 来 说 明 它 ,并 作 一 点 补充 ， | 
定理 1 die 是 两 数 卫 的 定义 城中 的 一 点 ， 下 述 条 性 吓 
等 价 的 : MESE | 

G) FER wo 连续 。 , 

(iD 对 任 一 ?>0， 必 定 存 在 数 9> 0， 使 对 于 每 一 zE D, 当 
lz-~zoj<6 时 有 - ul n 

| | FG) - F(g) <e, 

(i) Hk 4m) EDAT ey EA, Weg CE Cen) 收敛 
Tag). 

TA 注意 到 GAP Gij, gu E GUI 3E :来 验 ü: (i, 
设 aE D,J& Hm 7 1m, 2, E E — 3E ER BCF S) e; J. JA GD RT 
| 59D 。 


$320, 使 得 
(3.8) Ele) F(x] <e, r€ D, Ie- wol «9. 
:因为 mm ECSCE ro DRUG Y 330 m Ap, 有 1mm] <8, 于 是 ， 
ETERNA Sh, AE ; 
[E æ) — F Cæ] <e. 
RA E. SOGAE- c6 0 3E BR. PEELER S] UP anh AAF FG. 
Bp, WR KE FECUDMEUE, KREWE), BV t FC) 的 一 个 邻 
E PET ET DORÉ Xa d HX DS pdt: AURA AES 则 对 


第 -个 由 可 找到 am €D, jz- ^ <4, Erer qn. 于 是 


人 ATF ". HMG, UP) HATE Gra), Mti, lip V A 
E Gr) -— A UBL, 下 有 其 一 个 FG YTEV rs Bn E EUMD, X 

EFA. Ame E FU^) 必须 是 加 相对 于 已 的 一 个 地 
域 ， 

QUOD 出 于 我 们 证 好 了 

8， 显然 , 设 玉 具有 三 个 性 岳之 一 ,也 一 乍 基 有 其 它 的 两 
个 性 质 ，。 :为 了 成 功 地 处 理 连 续 性 ， 我 们 必须 迅速 党 所 两 件 事 ; 

工 .一 些 基 本 的 连续 国 数 ; 

2. 由 连续 玉 数 复合 产生 新 的 连续 函数 全 方法 ， 汶 了 加 深 对 
连续 性 的 理 钴 ,我 们 也 要 举 出 一 此 不 连续 四 数 。 在 举例 以 前 , 先 介 
绍 一 个 基 术 的 有 关 复 合力 数 迹 续 性 的 定理 。 

定理 2 AFRA R GAF B RU pii Xe. G db M. 
R” (R FR) X R pA AAGE F o8 
象 。 设 下 在 所 连续, GO 在 点 Ee) MESE. Mia Go HE ro ME 
8 

WEB)  GEESUGOEHUERJUEBI—Rf£H 4€. AW EGE) (e)s 
GO Gy) RO — AER CHL 10), GR SOBRE E Do W GOO) 是 


ce Gf 


下 (ao 相对 于 Ds i-r Sp, Y RSG COT) SV De, 其 中 六 是 
R” d f (ng) s. BI Do BIS Fig, FI NA De) = 
EUV js BRIDE OG )) 是 zn 相对 于 Dr 的 一 个 邻 域 。 但 是 
FO(GCQU)) S (GF) OF), 村 是 定理 得 证 ( 见 图 £0), 


wW 


GFZ » 


Ap 10 
iT ARR ERI peepee A ERA E 2, Ai 
3l, Bc (0) Jie IF E SC B RUIT 91. AABT to € D». WO 
F RESEN, Wie CU GO ds, Fons). TIR. HTO dj 
ij, GO (n) WAF GG Gn). 
Eid 
F 
D- -> i» 
npE m HX E. 
F-2(fa ee fn) 
y= FG) 
gi fi rV on), 


Ym = SmE ttt fy), 
通 数 六 是 五 在 Rn LW j nik Regan WRES GO EUN 
* 92 * 


FOR JABE HUE FR CF orn, Jm EER EAE E 
€ 4f. JEER. RINIG EE E 
fii HEUPE A EaR DA, 在 A” ISAR 
Aiie B" 二 的 函数 ,而 是 在 E Lg 0r 看 作 R"x R^, 它 
的 每 - -个 元 素 是 Ge, y), UB or mE. Wy Rem 
标 ; 
(v, y) = Cty, cns Fus Yis rn Ve. 
Ami A n Xv 
ji. R», 
Ale, y) 2 tg, 
1E2.1 节 的 引 现 中 ， 已 验证 了 序列 形式 的 连续 性 。 设 6 是 这 样 的 
数 ,使 得 以 :2 y ro, D 0 AOETSIUSREL A E B -yse) 的 道 
fup. dE ACE IB. ICA 0 是 什么 ? 
现在 , CE ES. PT ESO AS AREA. WE 
D-L.n, 


万 -一 R", 
MCF +G) æ) = Fir) +G G), tiu) px du. "T 
F«G RER. WX LLFG "ronis a ie 
出 如 下 。 设 五 XG 是 函数 

DL S gue, 
(Fx Go (a) 2 (F), G(x)). 
FF, G RARR, BREG 也 连续, 则 万 + GQ e AS (Fx G), 其 
"pA REDE, BER 2, Fa G 是 连续 的 ， 
Di 2 SEPPXERREEENERU. kxk IERI GEIL 24? ii Ru- 

clid 4: ji] 8] E 4 Euclid 2z [gl dit — 4 iG 

guen E.g, 
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M(A, D) = AB, 
在 第 二 章 例 2 中, 已 验证 了 序列 形式 的 连续 性 。 类 似 地 , 两 个 连续 
的 矩阵 信函 数 芍 积 明 连 绪 的 。 短 阵 也 可 以 是 复 的 。 特 别 ， 两 个 连 
续 实 值 ( 复 信 ) 列 数 的 积 是 连续 的 . 

例 3 BR" 上 每 一个 多 项 式 耳 数 是 连续 的 。 这 种 销 数 长 形 式 
为 
(3.4) Flen n 


rn TEN pn 


> 
—" 
d 
Me 
PR 


式 中 co 总 都 是 给 定 的 : Dn HMM 
JE) =g  ixjn, 
是 连续 的 ， 
Pei(feo 沁 | 一 0 
当然 ,常数 图 数 是 连续 的 。 反 复 应 用 连续 丽 数 的 程 、 积 是 连续 的 事 
Sc. 就 得 到 了 每 一 个 多 项 式 函 数 是 连续 的 。 
例 4 根据 问 样 的 理由 ，C* 上 的 每 一 个 多 Tiat 
(3.5) fcc») axem 
是 连 线 的 。 | 
例 5 IEMET EEn. DHR, HAUSSE 
SH 14. BEARR EI kxk TAi, P |A- B| <A zm 
Wi |I-A-7B| «l1, Tj 
---43B)]3-2€ (I-41B), 
; Bu-AuRS (I-A BPA, 


[B-— A7! 1 x LA] SUL — ATL], 
现在 


, 


JZ- 4- AT] JA -B| 
Br P4 l 


» Få 。 


|B- A7! | xz] A7 $ taipa- BI, 
CATH 


"E JATHA B 
(3.6) rm Aaja | 47 | put ul" 


BA A - BI RUINIS TIG WE E 1— 4-:| 也 是 小 的 量 。 

如 果 读 少 从 (3.6) 还 看 不 济 楚 连续 性 ,可 从 守 儿 步 ， 给 定 一 可 
MER AMR e> 0, 28 8 03] 02» 0, 8E UT REB, B-A) «6 
时 ,有 [B-A ti <s。 根 据 刚才 导出 的 不 等 式 , d 


<1iA-!!-! 
ijol Â 
二 
E! ! re A^ xe, 
县 右 这 些 性 质 的 最 大 0, 使 第 二 个 条 AE 中 的 等 号 成 立 ; 
i € 


Ó- 


[A erl A’ 

FR EEEH — AR R iu Y f E A A N R A C, 
且 了 在 2 连续 ,jz2) 560, WMI 在 也 连续 ， 于 是 有 理光 数 CE 
项 式 的 商 ) 除 去 它们 分 母 的 霍 点 集 外 是 连续 的 。 

TRADE TERRERO X 1589) 上 的 反 演 是 连续 的 , 就 可 得 
到 有 理 函 数 在 它 有 定义 的 地 方 是 连续 的 ， 由 此 可 得 到 矩阵 的 反 演 
是 连续 的 ; 设 4LF UO) REGE L) x G- 1)58 Pg, EXE A Pacis 
j 行 和 第 了 列 区 后 得 到 的 。 AC! BOO A QOO XR p Be, DRESS 
AT AUS 4, 元 是 

[= iod d iy 


FL EEK ES DERI EMARE RIIE 
Pr ff MEE NR, , : 
$16 设 恕 是 非 负 实数 集 ， io EC n UB IS " 
nia 


是 连续 的 。 固 定 正 数 i 要 证 明 车 4-t 是 小 的 数 ， 则 zt 也 
是 小 的 数 。 为 了 比较 这 两 个 数 的 人 大小， 令 4= (7 dn b - ay 并 把 
b-a M b-a tik. ME 
b — a= (bma) (itoat e ant), 
于 是 ， | 
d —ah^ zx ib — ane, 

jtrp c A a fll b rpg pg — Tr. Ki e EARE t, AE 02 1/2, 
则 有 


= ENE lyn 


5 


Je- ii | gn ELERT N 
或 


1/900 t 
l9. p r. 一 huc 
le tt s5) IE: t|, 2? 3. 


由 此 不 等 起 可 证 到 了 (fz)= 8 全 在 X=1 ER. 
5171 从 下 到 吾 " 中 的 任 一 线性 变换 是 连续 的 。 线 性 释 换 
Ji us 
T 
A*— Rh? 

diii T (on, +02) = cT (a1) +T (a2), sg X rho PEDE HIE) 3]2x jE 
2B & 0) VÉ ia 
(3.7) L (City t Rem) med(n)t-c credo). 
也 村 以 直接 描述 它们 。 设 e1,，…， ex 是 标准 基 和 疝 量 : 

e= (1, 0, 0); 

eg= (0, 1, =, 0), 


e,7 (0, 0, .…, 1), 
W e= wet tEn M WR TEREE, OE 
T(z)-cv T(ei) tt aT (ex), 
怎样 描 还 从 B" 到 R” 中 的 一 切线 性 变换 呢 ? dE RUPEE FECE 
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nx yi "Pd DT 并 定义 
T(E) sait i ms 

则 了 是 线性 的 ,并 县 Y= 了 (ey)。 进 一 步 的 讨论 可 得 出 ,每 个 线性 
变换 都 上 共有 这 一 形式 。 

从 线性 变换 的 这 一 特殊 形式 可 知 ， 它 的 连续 性 是 显然 的 。 设 
y,- T Ces), Wi 

[T (æ)! lei Land t o t feud Iul. 
根据 Cauchy 不 等 式 
HT (2) 1 M |a !, 
其 中 
M - (|y? te t e, 
由 于 荆 是 线性 的 ， 
(Tg) ~ Tt0) = IT mp) M lx, 


3 HB 


l. f(z) 2x ZM RER pR, XI): ne ERKA 
LESE E WE 使 得 
iF- Ke jent cð, 
2. i9 JETRCARXORSR EA, WEE TE R Wgl) 足 小 于 等 于 的 最 
大 整数 .。g 的 连续 点 炬 嘟 一 些 ? 
3, if E R? OXER 
f(x, y)- E x? +y’ 0, f (0, 0) - 0, 
证 明了 在 原点 未 连续 。 在 R? pieg k 了 是 连续 的 ? 
4. 设 子 是 习题 3 中 的 函数 , V 是 开 集 ,六 CC 中， 并 且 f (V) E R? h 
升 集 。 把 这 样 的 开 集 六 契 列 举 出 来 。 
9. 设 
"EE 
AR*——.R 
BEST AF RREA OLA S ARR. 
e OF a 


6. ife R* LEZ 


f (z) = et 


也 就 是 8 (2 是 工 的 最 大 坐标 、 了 连续 uo 
7T. VI] R^ ERRER EE, 
8. 设 已 是 连 线 的 , 则 [PF] WE 
9: iR fe RED Engscttsf £x ent, M f do o 的 最 小 值 
h (x) MCN g(x)) 


Al. 
I0. iit rm itt CERERI ETL 
1l. dX 
DR 
是 连续 的 充 要 条 件 是 (对 任 一 4E R)i fa) 20 s f) c Ud 
XFF DIU. 


12. 3 f 
fo 

Jr Xi St zocl 的 集 上 是 连结 的 。 

(a) i f@)=1, WE 

Hi-fi iic 

fO A UA, 

(b) BF 9 (z€ C; Re(z) 20), FIE? 

13 buio: EPER FEU-— MXIBI. ERAI r, is D fn--9 te (0, 
1], 4: D p 593: f IA f ORE i 

Sars (1-0y) «tf (x) - l-Ia), 

Kfz f ED rome. 
E a JF frt TARIE f nuu. 

(b) "E: -A AES MR pA. 

(c) HEE PB EAA — h e ILEZ. P 

14 RDR R? GR, 也 就 是 只 机 rH y EDp, HA x2 y iB 
也 在 已 中。 

(a) EAD PRAS 

(b) ür:dps DRHE, MA D. 895: — r5 ER Sc sen. 


1B GRT RJ OR 到 Ro hEN CETINA: T (+a) =T Gn) + 
7 (z) 。 如 果 了 是 连续 的 , 证 明了 是 线性 变换 。 


5.2 连续 性 和 闭 集 


对 连续 甬 数 和 闲 集 间 的 关系 应 作 特 别 的 说 明 。 本 节 将 介 妥 一 
上 素 例 已 和 作 一 - 些 注解 ;虽然 很 初步 ,但 却 可 以 帮助 我 们 加 深 对 连续 
性 的 理解 。 

设 有 一 函数 

Don", Dor, 

f: Ka W F at R” WFE 

EOV U = EOE HT a), 

F-VU OMM 3), 
WR AAA EMEI ER ELEC. ARAA, LEID 
ZAM EUG 0U:-FUOCQUS 相 混淆 ;一般 说 来 ， 后 
一 算式 是 不 正确 的 。 从 以 上 两 条 从 质 容易 得 到 ， 五 是 连续 的 兴 峰 
仅 当 对 R” HEARKE, 了 F-1(K) 是 相对 于 DD 的 闭 集 。 TRE, +r 
五 是 连续 的 ， 而 是 Rph A yA w R, WEK) = 
tr € D; F(z) 7 yy 是 相对 于 为 的 逆 集 ,也 就 是 说 ,一 个 连续 晃 数 的 
任 一 -等 盘面 是 闭 的 (相对 于 消 数 的 定义 度 )， 

设 f 是 Br* 上 的 实 值 连续 函数 ， 则 e f()ym0), (m lx 
f(T) 所 3) 和 (e f (2) =0} 都 是 R* tSU 8,8 s (x)>0} 是 
开 集 ， 对 于 这 些 事实 ,学 习 分 析 的 学 生理 应 牢固 掌握 。 

我 们 不 打算 举 许多 连续 贾 煞 的 具体 例子。 我 们 知道 多 陨 RR 
数 和 上 及 个 其 它 的 函数 时 连续 的 ， 由 这 些 函 数 训 得 到 一 些 有 豆 义 鸣 
斌 集 的 包子. NE 

例 8 R* LtE—£ix Pup MESE. Pub. IE REDE TE 

» 99 e 


Ori ImACuUI) AES RE poe ET a Ee 
PERLAU 38, K 88D REI AE. 

在 ( 实 或 揽 ) box b PRATA Ce UT HEP ES REET E 
PESUT DINSTISUGXEGEISGe f. Te. gd4BER (满足 
detA = O RS Xi FIO RUÁR XE PE R, HDPOBEERHIROTSE. desc di 
-Fupsetigprsdife& {4;det4>0} 与 集 (A; detA 0) 的 并 集 ， 央 
Jt.vpxEAGPEQRAECROXEG2Tg. A kxk RR A, WEW E AA = 
IREA HE ZA Up A ZUR Ange vL PEGE A D PORTIO 
RSA A, EHR ROY k CU WATR, zoEdCE 
T E E E R A 


F(A) « AA! 
1r) SH RT. 

对 实 的 万 x% EEPE HD 

|4 P k, 
Pic, NEM PES ESSET. 

证 p (EAE p Sed EA V ER RC m SE ECTRL, 知道 这 
一 点 很 有 用 处 , UREGE B 中 非 气 an GRSAXSE 
Bj $6 NS. 

d(r, E) -inft|lr -yh y€ Ej. 
z ERPE ERJ RA E CER, BRU: dle, E) 

Gr, 七), 所 以 上 只 变 讨 论 闭 集 二 就 行 了 、 需 要 注意 两 件 事 : 

G) dæ, ED) 2 0 的 充 要 条 忻 是 x&E. 

(i) 至 少 存 在 … 点 YE 五 ,使 得 

lz-y|=a(z, E), 
AinscouEX A CO. MWER C. SUE c. 在 吾 中 全 选 一 
Bc. EUR, ERU e RERE RB =B; 1-2) m. A 
jt. 


- IRD 。 


d(z, E) -infilz-y yc Br Ej, 
REBANE pins S(y)= lz- 外 下 连续 的 ， 于 基 下 确 界 订 以 在 
一 点 Y 达 到 (这样 的 区 可 以 不 止 一 点 ) 。 
CXE B3 Jp BR" B6 c Je Ye ES, 这 是 出 于 
Id(a;, E) - d(z;, E)| x |z- z2]. 
定理 3 ik EMKE R 的 不 相交 闭 子 集 ,， 则 在 ZW 上 存在 实 
入 连续 函数 f. 使 得 
G) Oxfxl 
a Kl f(z)-1l) 
di E= {e f(s) =0). 
证 明 EKME RR MERET. KEZE, BEKR 
空 , 联 


dir, E) 
F= i, gy- 


而 当 五 是 空 集 而 及 不 空 时 ,也 可 同样 做 ， 洪 E, K EEX 
fo) = 45 5 d 
Xx RUED EERECD, CHIC, 
定理 3 常常 这 样 个 县， 给 定 闭 集 区 和 包含 K 的 开 集 口 , xti 
-个 连续 疼 数 f. Om fel, 在 玉 上 f=1， 而 在 外 了 =0， deu 
理 3 中 , 取 加 = B* -U, 就 可 看 到 上 述 汪 数 确实 存在 ， 
距离 函数 4 (a, E) 表示 用 召 中 点 去 通 近 点 «的 程度 。 存 在 
y€ E, ff je~y|= dle, PORRER E pH- A, EEE HH 
对 z REDE. BAPAN y 是 叭 一 的 。 妨 中 可 以 有 许多 
REBER. A AREG, 就 是 闭 贞 集 , 它 有 唯一 的 最 佳 遂 
近 点 。 这 些 集 类 有 种 种 应 用 , 因此 我 们 再 说 几 名 ， 
如 果 对 集 下 中 每 一 对 不 同 的 点 x,y, m 和 之 闻 的 线段 也 在 
KA REREOR. GIER Pey EKA, N 
. 101» 


(c r(l-0)y)€ K, KISEL, 
DSURIEXUPE-T- A8 HERAT. IMemxQupuiEZRUUD e. VE 
Tjè R* CIERRE PÉ, c 是 一 实数 , 焦 万 
= (dm fæ) c} 
Fh R: PRIMERA., ix—19 B EG 
F ÈE) = At brun, 
Apa e, ae 是 实数 , CIE E. E {f=c} ET 
AAR Dh Fso 和 >fe, BIET 
EPH pa AL PE7T TR 
gu dee + da. = 0, 
MRE 328 a] £X TE E 
Qu 十 … baumso 
所 决定 。 
第 一 总 里 曾 讨论 坟 "的 ?线性 i” 或 平坦 子 集 (直线 、 平 而 
等 )。 这 些 都 可 以 用 以 下 等 价 条 件 来 描述 ， 
(大 和 4 在 站 中 ,过 2 和 3 的 朝 线 也 在 正中， 
(b) 是 几 个 超 平 面 的 交 ,， 也 就 是 长 何以 出 线性 方程 组 来 


(e) py. i5 :性子 空间 次 平 移 . 

我 们 要 独 出 在 闭 集 玉 上 的 以 下 条 件 是 等 价 的 : 

(a) S- 070. 
2200 K RILAR SR, 也 就 是 及 本 以 用 一 组 (可 以 是 无 
限 个 ) 线 性 不 等 式 来 描述 。 | 


定理 4 JR R* 中 的 闭 凸 集 。 车 xz& RR， 则 在 Kp AG 
点 最 靠近 o, dii 就 是 存 玉 中 有 一 点 也 只 有 一 Av, ME C 
| -yisd(n, K), 


证 明 法 d le-zi, H ges, W Lye by B cu 


v FOR o 


培 近 <*。 仅 就 =0 的 情 泥 验证, 利用 下 面 的 平行 四 边 形 定律 即 得 
WEHR, T 
|y -2i?7 2C |y |* + 122) — ig zl? 


=2(ly|*+ |z!) ~ dg (g42)!? 


(其 实 ,使 用 三 角 不 等 式 更 简单 .). 

eiim adiu ee 
投影 ( 参 兄 第 一 章 )。 其 实 ， tief K EXT-TUEMET. S 
YER Ris -y| - d(r, K), MH y= = P(w) 定义 函数 


PESK.: 


y RME BGB e KE- REEE ROAR Da 就 定义 好 
T. E UL BRTILAAMENEK S JE BOE Xe y = Pu 
我 们 也 有 | | 
(a) P, 是 连续 的 ; 
(b) P,CP,(2)) = Pala); 
(c) P(x) =x 当 县 仅 当 一 
rEK. 
ER* 中 取 不 属于 天 的 任 
E z, $ y= PO. FRE 
ARTA y Me- yE Boi 
tU E d REJE). HEFE 
Y+ (ey) Gi GN m2: (o 2 - 323 
154 sn. d PE 


BOEF UO 7C 
pur "E 
| AD = oo- 分。 
RESTOS RIES U) K 是 下 述 两 个 半空 间 之 一， 汪 
» 103 。 


EJS U) 的 半空 间或 满足 fuf) 的 半空 间 。 

定理 5 任 一 闭 凸 集 是 几 个 半空 间 的 交 ， 

在 投影 Px 的 性 质 中 只 有 连续 性 不 是 显然 的 。 现 在 ， 让 本 肖 
结 来 时 我 们 来 指出 应 该 如 何 兴 证 明 它 。 设 Y= Par) SRL E 
020, 使 对 一 切身 量 z, H e-l cO BU. jy- PO) HE N99, 82 
in 020, 6 是 小 的 ;并 且 z WR 1-2] «0, A w= Pal), 我们 得 
到 下 列 不 等 式 , 理由 写 在 不 等 式 右边 : l 


la -oj>>lz- 引 |， y= Puta) 
| 和- 纪 | 委 jz 一 人 | +ð [e —-2| «ó 
« |z- y| +8 w= P(2) 
x le-y!-420, Iz -z| <ð. 


因此 ， 
[e — ys lm - wis lc y. - 20, 

ik o Ra, mr STE w igyr y 的 结论 吗 ? 不 能 ,但 是 如 果 我 们 
加 进 条 件 就 可 以 了 。 条 件 是 : (因为 到 是 凸 的 ) 从 y 到 也 的 线段 上 
的 每 一 点 到 c 的 距离 大 于 等 于 Yy 到 ? 的 耻 离 。 由 于 涉及 到 三 个 向 
量 , 只 需 在 平面 上 验证 即 可 。 就 是 说 设 z M y 是 平面 上 的 点 , 亿 是 
这 样 的 一 个 点 ， 它 使 得 从 Y 到 妈 的 线段 位 于 中 心 是 汉 半 径 分 别 为 
ic -y| 和 lx—- y] * 26 的 两 个 同心 圆 之 间 ,， 并 且 设 3 是 小 的 , 则 名 
M y. 


习 m 


1l. 设 了 是 R* ESL GR K ERIS AMET RA £O OO RE 
紧 集 吗 ? 

2. BA Rs Reg FdGEEM, HASE RK FS, ds 
F-1(8) & F-1(S) 的 闭 包 吧 ? 

3. 设 f 和 4 是 R Ld REG nf (2) -s(2)2 是 闭 的 ， 

4. 证 明 函 数 


pi E ARA 
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为 连续 的 充 某 条件 是 对 作 一 集 SC R^. POS) RABA EFO (Shy 
边界 ) 中 。 

5. BD% R* 的 连通 子 集 ， 在 上 有 一 个 实德 连续 函数 ， 它 处 处 不 为 
CE. WEHIBEC RODA E REOS IE E EAE REZS f. 

6. RDE R* 的 不 连带 子 集 。 WEE RR*” 上 有 一 个 连续 实 值 涡 数 , 它 
符 刀 上 处 处 不 为 零 , 但 它 在 九 的 一 些 点 取 正 值 ， 另 一 些 点 取 负 值 。 (提示 : A 
FH SR B xr SCR S wEOE REI, ) 

T. ik f AL R pBUScUSTR,RHOJR IE—JDHEV. f (3n. 
XT f (nei fp Ugo EM mes 

8. JI TRA pu EFESUAde R^GpESu Sym R* 的 每 ~ 点 在 大 
PAREA Rea C, MK E unns. 

9. RD R* WRATH FP JUD EUER aX: 

D 一 R”, 
EKAEDBBBECÉB. EITE a G 
IER”, 

H — 9) z€& 有 G(x) =F (2). 

10. ERORA AEDE, MERK a TRR. 4L 
ue HAER a fme EREE ppjDcuwuKLfce. 

a K) RU 38 p) 

adn MEK UH EAUX S8 yc K, TRTURBKHIIEI€EB 

TA mida Fe UtuCAtE.GX 2s Xa SEK) iul 


y= * (rit), 
更 aix; y. 
(a) HARRES 
(b) dE m 
*(c) BEDEK HEAS 
, TE "poer tha 1,20, Z1 
FEZHIK. IIP gas s Ya EKEJI S. 
*2. i SA R*iptE--55 3) f S] HT EDS E 
i Lus VES, r0, zn-i 
BEER, Dorn nx + 1(S IB n T ABI ae). 
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5.5 BH EI HN 
iE STE tr AI LA Bi XUrE— A HIR ELO XB. xx — GERI 
序列 的 极限 概念 类 似 。 
—— REX 设 了 是 也 数 
D—. B", DRs, 
4 ay ARD ER, PATARA WFE xo 点 有 极限 L 
0) LcR" 
Gi) 著 广 是 工 的 任 一 邻 域 ， ENG 的 邻 域 U, 使 对 每 
—zcDnU,rxe,H 
KOLLA 
3G), GO JR vr m, id 
L- lin: Fie), 
WREE LER”, MW 
L= lim F(z), 


REPKI E mo 有 极限 或 lim FFE., (HT to "TET A 
JG, IRRF, T pius a: ) 

5DE Ub ay jdàjEXGSDQ]—TXEgH.LhER"GB-—H, WD 
RAE HP 

(i) lim F(s) = L; 

Gi) 对 任意 2>0， 一 定 存 在 数 6>0， 使 对 避 中 任意 的 %， 
当 0< [aa] < 时 ,有 FG) -Li <e 

Gii) $ (m ÆD RERI Fi, cQ. 并 且 Gu) 收敛 于 
£y, W) {F (2, KAT L, . 

v) $ D- DU {zs}, WE Fo H Di KIRSO COJE XU, 

Faa) = P Fr), 2 CD, Arg, 
Ls M w= Tg 
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A8] Fg 在 点 to 连续 。 

证 明 AnD, cy 可 在 尹 中 ， 也 可 以 不 在 如 中， 
^F dc, 的 极 跟 ”的 定义 并 没有 提 到 是 否 有 “0 CD, MRED, 
极限 的 定义 也 是 大 | 廊 (wo) 完 全 无 关 。 应 该 透彻 地 理解 这 一 点 。 懂 
得 这 点 ， 就 可 明 电 (v) 确实 是 极限 的 男 一 种 定义 。 显 然 ; (站) 和 
Aiii) 是 (的 另 一 形式 。 

定理 6 设 zo EDORA, WF r 点 是 连续 的 充 要 条 件 
是 

lim F(g)-2 F(a). 

3138 ie IDs. 下 列 陈 述 是 等 价 的 、 

G) Ff os TH, i C 

Gi) X e>0, 存在 6>0， 使 对 万 中 的 一 BA Ty 02, 2j 

0< is -e| «ó, 
0< Iz; -r| «ó 
时 ,有 DEG) -Fee 

(iii) d a,€ D, rr $a = lim ws W (OF (2,5) 是 Cau chy 
序列 ， 

HERA ”只 证 明 从 Gib 推 到 G) 假如 《ii 成立， 要 证 明 序 列 
(E (0) RR AT P] n 2625. UTE AE Ea 

wo = ]iM Tas m,CD,r 3m, 


"u 


wo = liM Ynys WED, y, 


L-lim F(e,), 


M = liin f(y 
"W)IETpex yug Ve) 3 Yas o Wi $E Ee HS $3 GHD, 序列 


Fe. FO, F (2) , P 是 Caachy Jr 98, P uo 4s agë pn 30 
I. 


明显 地 ， 我 们 能 够 融 述 几 件 基本 事实 。 例 如 ， 和 的 极限 是 极 
BG AERE. Rt E A MAEA 5E EYE 55: p CS 
应 结果 得 到 。 但 是 , BERE GSA EC RCERS fL GRE PESE 务 数 在 一 点 
的 级 限 的 情况 和 序列 极限 情况 相同 , PE IC RT EA — PEE HP HORE 
识 下 列 琴 件 事 有 类 做 性 是 有 好 处 的 , (1) 在 lim 太 (zw) 的 定义 中 不 讨 
ib F (29) (2) TES a) 没有 最 后 项 ， 

信 得 指出 ， 函 数 的 定义 域 是 函数 的 组 成 部 分 。 和 极限 的 讨论 就 
是 这 样 一 种 情形 , 那 时 ,定义 域 是 很 重要 的 。 可 以 用 同样 的 法 则 来 
定义 各 种 集 上 的 画 数 ， 定 义 域 的 改变 可 以 影响 到 在 时 一 点 极限 名 
存在 性 问题 我 们 作 一 个 约定 ;车 函数 用 一 个 规律 (关系 ) 来 定义 ， 
但 是 没有 明白 地 提 到 定义 域 ， 那 么 ， 函 数 的 定义 域 就 是 使 该 规律 
(关系 ) 有 意义 的 RE 的 最 天 子 集 ， 

例 9 由 

Fs 
定义 的 函数 在 z=0 点 没有 极限 。 因 此 ,不 能 把 了 扩张 为 B& 上 的 
连续 函数 。 由 


O0 $0, 


gs uio 220 
i 


定义 的 台数 9 在 z= 0 点 有 极限 。 
例 10 定义 


~ f(x) = Sin (2. v3.0, 


Ju f£ XE 0 ARARE cH BOIS Y Naxh S RETO, 了 振动 时 取 1 
P- zn GE 12). tt. 3 59 
2 
nar 
jv p 0, 但 值 f(x) E 1, 0, — 1, 0, *- 
S 设 


. FIR -= 


"n 


gr) =æ sin (4 


则 


=0, 


lim gi) 


id 


这 是 因为 19(2) 1 志和 zi 和 (图 了 13)。 和 如 果 在 点 9 的 值 定义 为 0, 则 gy 可 


y! 
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Vid mE LESSE. 
例 12 设 
fm) aar 
虽 在 原点 没有 极限。 令 必 = A tsin 9, NY 
REZ i-a ysin 26, 


车 把 了 限制 到 通过 原点 的 直线 ; 则 在 (0, 0) 有 极限 。 伺 注意 ， 沿 各 
种 不 问 的 直线 , 极限 是 不 同 的 。 
例 18 JU FIG xk 矩阵 集 上 的 送 丙 数 ， 

F(A)-A^, (A 可 道 ) 
BBE RERA NAM. HTAA EPI kxk Ees ap A 
密 , 因 此 ,B EF EGUAR SER. WA F EBART IRIR DUO DE 
有 。 这 是 因为 , RFEA ERE A, FA, IER = lim An H 
序列 AI BA BR MRH | 

lin A, =B, 


Em 


lim A7! = C, 
n 


则 就 有 M 
lim 4 3 BO, 


IRSE 但 这 是 部 mi 


j g 
l. WHE kxk Hp 
lim e4- £, 
. A —D 
2. RAL- Pkk Hik, yy 


et4.1 
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Ns 0 zT HARE 
4. 设 
f(x) -expf ~ 4). r0, 
ELEA A | 
lim a7 Kf (a) = -0 
ID -gré G zle nmm JH ERAR, 
Fiz) - ü ~ zexi( pP ) y€ D, 
LERH Govt ai VS : r 
LOWE T as lim f (2) =0, 
OQ GwT., 


|e” | End 


T z+1 Y |z[]-1 
(ii) Re( > "a 
| 2+1 M 
(iii) [exp tle z|« 1, 
所 以 


Um f {2) - 0, 


19) 0 -erp( 2) sec zat, 
WUfizcladm,. 


T. KAMRENE SUA r EZARRI . p/q, 式 中 
25€Z2,g9€Z,, XA p, 9 互 质 (没有 非 平凡 公 因 子 ), 则 令 f(z) = 179,， x 


是 无 半数 或 零 ,网 定 义 f(x)-0. upBxig-- XURD zx， 有 
lim / (1) «0, 
f . 
3 Api £x J AJER? 
8. 对 实 直 线 上 的 前 数 , HARRAN. C4 
' D—5R^, DCR, 


JF FH. x ED POBRES. TITEN A 3 NOB. Xbox Cnt 


Vd) 
lim FQ) 和 lim FQ). 


9. qf RS keg g 


„Ill~ 


FOSI z«t. 
TES x, f ERREARI E I8). m f RON RAV 
点 {利用 2,5 节 习题 12). 
10. 设 f 是 中 上 实 信 函数 ,36 是 万 的 于 点 ， 应 如 何 定义 
lim inf f(x) 和 lim sup f(s)? 
WE 38 NARE re 有 lim sup 和 lim inf; 并 且 , REH lim sup 等 于 
lim inf Ilt, ERIGI ro AAA ARR, 


5.4 无穷 极限 和 在 无 穷 远 点 的 极限 
下 四 在 分 析 中 工作 得 更 有 效 ,应 知道 下 述 结 论 : 


(3.3) lim we *=0, 
T3700 

(3.9 lim log!z| = — co, 
TD 


介绍 这 些 事 并 不 比 我 们 讨论 过 的 极限 更 困难 些 。 但 蚌 对 人 多数 红 
泡 限 有 关 的 事情 ， 了 要 掌握 它们 的 奥秘 ， 侈 仅 从 定义 云 理解 是 涉 圳 - 
ij. ; 
"BR R CB. 8 REC 903X 2S BOUE RE RR 4875. RAK 
实数 系 ， 它 是 在 实数 系 中 再 加 上 西 个 补充 客体 : fib - 2o, 我们 
AERALA REA RER 指 Hcc R ü-coQ H. 把 
实数 中 的 顺序 后 广 到 扩大 扣 攻 系 由 : 
一 co «c0, 
-co«r«o, EE 

对 扩大 的 数 系 补 充 定 义 加 法 和 乘法 ， 

rt æ= o Alea) —o», ER, 

D= ooo, i0, 

to = ©, mT«U, 

æf =) =.— (rœ), @æ+0, 


"P EE 
TOTOE Dy 


oo( — co) = — co, 

( — 0)? 2 ec, 
简 证 之 ,除了 a,b peio, 另 一 全 是 (- 05) 的 情形 ， 定 义 了 
atb BRI a=0 R b=0 h, EXT ab RT œ+- oR OE 
=- 外， 我 们 可 以 进 种 的 代数 运算 都 是 正确 的 。 因 此 ,通常 的 代数 
运算 都 保 皖 了 ， 但 是 这 些 代数 运算 是 形式 上 的 ， 我 们 很 少 用 它 
11. 

， 在 扩大 的 实数 系 中 , o 的 领域 是 -- 个 子 集 ， 它 包含 oo， 同时 ， 
对 某 个 i€ R, 该 子 集 也 包含 ftE Rot. - co 代替 po, Hi met 
代替 zt>t, 就 得 到 了 = Ni onu io , 

REBT - FE, RATAR ep 5 t SCA ER JP RU] 3d 8) 和 3.9) 的 

E X. Hm, uS E A* 的 子 AS Se GS. 

DoR, DER c "aM m 
HER, 
(3.10) lim f(r)-co, 


*—3Xa 


是 什么 意思 呢 ? 它 的 意思 是 : m A DWIN FAN oE - 邻 
XV Té a, ARRU, pi F(U- two} ) cc 了。 换血 话说 ,对 每 一 - 实 
Eri, 存在 6G>0, ERY 2€ D, Oc jx-wi!<6 时， 
COPI 
ERARA, BRE ERER PS BJ BHEAS 

D— Rm", DER, 
(3.11) lim F(z) =L 
EARLE? 它 的 意思 是 : "oye D 的 聚 点 ， 并 且 对 每 一 个 
2>0， 存 在 t€ R, 使 得 当 rE D, s>ttt 

LF(z) - L| «e, 

RP“ o EDD ROAR RA, 它 的 意思 是 巡 示 是 有 上 上 界 的 。 n 
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8,73 D ROENGECBUM , E 是 序 四 ， 极 限 就 是 以 前 定义 过 的 订 列 报 
E. 

-为 了 简便 ,我 们 常常 图 “元 穷 极限 "这样 的 说 法 。 但 应 记 住 ; 假 
MIRREN, AHRI S Eo AAR, GRE RAE 
和 

E xou a" Tin f(x) = ee, i 
我 们 应 议 特 别 指明 ， 

在 护 天 的 实数 系 上 ， 对 实 直线 上 任意 集 8， 可 束 式 地 定义 
sup S 和 inFS。 在 扩大 的 实数 系 中 ,每 一 个 集 有 一 个 上 上 确 输 和 下 祝 
界 ,分 间 用 sup S 和 inf8 来 记 , 例 如 

d l sup S = co 
ERSE, HEER. 因为 sup ø =- Hi inf É = co 所 以 
我 们 通常 只 对 非 空 集 讨论 sup Hi inf, 


3j HH 


XE 了 ,9 f h JESRD CR WTE) CRISE, v Dm. de 
假如 人 而 f. hFE xo 处 有 相亲 的 极 眼 , 则 9 在 To X: HL DUM 

" 2.- 给 .* $ ons M i ERG 

" lim f (z) = ~ oa 
下 个 定 X, RREH H] ui co 
3. up — 则 
lim plr)e F: =0, 
4. à f OCHO Ett 
fi)xf D, p, 

IB f Rete. 
并 且 了 是 有 界 的 , 则 ssi 
FEG n 

5. cR: 
(a) lim exp(1/z);: 


slid. 


(b) Tim exp(1/z), 


(206. df REKAN LANERA, WE 60, 入 
tz; |f (x) | >e} TT 
ERER S "71 A 
lim fis 0. 
T. 在 扩 头 的 实 Jim, ROTE EX Teo f - co 的 邻 域 。 试 用 这 些 邻 域 
来 定义 扩大 数 系 中 的 开 集 ， Fika DES R 中 同 涯 的 定义 方法 。 并 证 明 扩 大 
的 实数 系 天 紧 的 。 


5.5 连续 映射 O 
-本 节 包 括 随 个 定理 ,它们 的 证 明 十 分 容易 ， 但 用 途 却 很 广泛 。 
这 些 定 埋 说 明 连 续 喘 射 保持 紧 性 和 过 通 性 。 连 绪 洲 数 卫 
| pm, Dcss, 
AROE A Rn RARR T, FX) ERRED INR 
HEA IRT 中 每 一 个 闭 集 S, FS) EART DRR, 
BK, EREATARA FI RR dk E FERRAR RAR 
集 。 但 是 ， EKERI WEO BERK AK pé fo. WI 
玉 ( 有 ) 也 是 连通 的 。 
a re RIDES EM 
x en, MU 
证 明 KARK - OD, XH BGE EIUS E, EOS AK 
到 R" PAARA qi Varat AE FCD) HANER. 令 
P A a U,- FH), a EP 
则 《Dece 4 RDUM. PDF RXESUS, 所 以 每 一 个 U, 是 
相对 于 刀 的 开 集 ， AEA DJERRI; 因此 4 中 存在 指标 mm，…， 
£s. 舍得 l . 
D-U.,U-- UU,,, 
wij ^ "EE E ; 


PDS UY UF ane 
TE AED 的 每 一 个 开 材 盖 中 能 够 诅 到 一 个 有 限 了 崔 i. 所 
E(D ERI. 
R RF 
E pnr" 
AE, D RRR, LE XE 0. LD HEER sos HR 
Ele): supi enee D, 
证 明 HPE Ei, BE., PE, E HERIR Y, 
Jib E bm. 
X — UÉJEXRD UEUSMEESINEIG, MED H HTE 点 ti 
£a, 个 得 
Jr o sup {f Ge) st D), 
J (zol sint (fee Di. 
WE uy P gag SCELERE a, v F qui dU er AE. dee AE 
D (gr fs. PIOS D RR GJ AK ui En, oat EOK E ERJ, 出 
Stu ARECOC IB. Gd Seg fen Jg D agar T e Sj 
成 相对 于 五 (2 的 开 集 。 回 忆 一 下 , 变 的 运算 在 下 下 一 般 不 能 保 
持 。 Aw, RIRE R h PERN R R anek kJ 
ERIE. , i 
oo ER TCR BEARR. O R R I. P tk, 
nf bx Hioc EE D JE RA ER. BE us x FUD) 中 证 一 点 列 。 
对 每 -一 全 wm AED rRiE di — A Sar fi yo FG. AAD HR 
的 ;由 Bolzano-W'eierstrass 定理 ,存在 于 点 列 dmg. EITE 
一 点 ww。 由 十 如 是 闭 集 ; 所 以 z 在 必 中 。 又 因为 了 是 连续 的 ， 议 序 
5b,» KBAT EC). REER T PEOP FE IA AF 
天 (7 中 一 点 的 子 序列 , Rm, EDORA RAR, 
定理 8  VEFIEYEAUGRÓR, K 是 定 义 域 蕊 的 连通 子 焦 ， 则 


a 1l6.« 


(EK ) 是 连通 的 。 

ER «du E =D, ELS JR FCD) ANF FOD) 又 开 又 
闭 的 子 集 。 因 为 天 连续, 天 I1 08) 是 相对 于 也 又 开 又 闭 的 集 。 由 
TD GER RT, F^ CS EAE RE RRA FS) =D。 所 以 ， 
或 者 5 是 空 集 , 或 省 驴 = FO, 

系 ，” 设 已 是 实 站 线 上 的 - :个 区 间 , f 是 了 上 的 实 连续 Bi 
ARRAPA ENS PENEN S fO»n 是 一 个 区 间 。 

El har Ec nope, 

X dD-ie,Ub) AKH ERU CAD IX f]. f£. D EE 
PE E NU 是 一 个 闭 ( 有 界 ) 区 间 。 

证 明 KADER lS, ALUA 不 让 - e g^, 
E Um t 

2 Sinff ie), acab), 
EE axx«zb), 

把 微 积 分 教程 中 的 黄 个 基本 定理 结合 起 来 就 得 到 最 后 的 系 。 
这 两 个 定理 其，(1) 在 闭 区 间 上 的 实 连续 函数 可 达到 它 的 起 大 什 
RS. (2) ERREAREN ior A DP 质 ， B fe) = 
9 RI f (22) 292, 则 在 a, Aa ZM fRA yt 和 gz 之 闻 的 每 一 
个 值 ， oe 

关于 在 区 间 上 的 实 连 续 函 数 f fedi EHE. MET fS 
ORMER AT, 不 可 能 是 一 一 对 应 的 。 如 果 当 z<y 时 ， 

(0 fG)«fGp, 
JAEP. mR LUN ] 

Ed 2o TSS 
了 就 是 严 指 减 少 的 。 如 果 了 是 区 间 [a, 妇 上 严格 增加 的 连续 函 获 ， 
IRAE AR S 

La, 51 »Lf (0), fQ91. 
. 了 了 7 。 


HARTE GEUUDE To SO 是 连续 的 。 i 
O ERO RÀ RREDICA XE BUM Ouod Áo M 
fOD AR BLOEH. ML 
l TFI) Los 

是 连 绽 的 。 - NE ". - 

USB [NOU Fo 4 P. DX F8) [a, 57 3 85 JR, BT UC T 
[fias F], FEEC b) R- EELS (o), F)18I 2E PLEX 
Fiada J)e. 

ER b))= (ra), f)». , 

因此 ,把 开 集 映射 成 开 集 ,也 前 是 f-! Ree dg. s 

对 闭 区 间 的 情形 ,定理 9 是 以 下 基本 定理 的 特殊 情况 。 ，， 

定理 10 设 交 是 紧 集 部 上 的 连续 函数 ， 县 环 是 一 一 对 应 的 ， 
WLR qu" 
0, Per 
是 连 dE). B y | 

证 明 FS D ERO, D 的 等 一 ABE OE I i, ETA 
F JE EBRR: A. HFFR AY, Bible F- ! 有 定义 ， 
KED RATE, M 

(D AOL F(K) 

JB BEL A ! 连续 。 

例 14 RE : 理 9 的 实例 ， 可 以 用 这 样 的 方法 来 证 明 必 次 
HATETE, 

fie) 9a, s20, 

HTE D-70, 0) T-ARA, WS E, &k f (D) D M 
EHI. An S) f(z) m0, f(0) = 0, 和 了 不 是 有 办 的 , 1856 ; f(D) 
=[0, œ), P, ij- -A C50 Ee nk, EDE, f 
di mA] EG, Bt LA ERA e 
- ]J8- 


SEO. 
是 连续 的 。 
为 了 下 面 的 几 个 例子 ,我 们 需 时 号 道 指数 函数 是 连续 的 .这 将 
为 一 个 引 理 来 证 明 它 。 我 们 建议 读者 先 看 一 下 例题 。 然 后 再 回 
到 5| 8E HUE BH. 
引 理 kx b AEREN JER A A Y Pd. 
证 明 ”根据 定义 


eS * A* - lim p, (4), 


nc 


式 中 NE 
p S 工 as, 
k=) kl 


Wy p, 是 多 项 式 函 数 , 诀 以 连续 。 现 在 p. BOE TEC ES EG T ded 
ides RAPER, EATU., ix DOUIUHDAAA EE sul 
E E $t 
Je4— pE y A 

H rF | 
£4— gB = 64 一 plL) + PCA) ~ p,UTY e p,CB) — et, 
DU EUH 
le*—e"| jef p. GÀ) | + | p. CA) — p. CB)| 
+ Ip,(B) - e^] Ue & Mte p (A) -pm | 


十 $ i B= Pa CA) — Pa (B) | 
nt ! 


Xd LAT UM 


- "ux 
T3538 f£. f] f per. 

Vica, ZBERE A, 要 保证 etm eee, H A A = 
Bi cl. P.B <L+jAj, HE ' 
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+B <+ IA]. 


ARR l 
jedmi! pA) - Pa (B) | + Rus 
式 中 | 
ui: » ed m wc 
WALAA, Ee EE WO STER 


x (Lt AD «o5, 
WR £20, ÆN, 1 


(3.12) a i (Le Art. 
xil k 


于 是 ， Ait N, 当 |A- d i 
L 4^-eB < ipu) 一 ex (1 s. 


KEE Sp do A MELIN CERAT A), 因为 pa RE SEI, UTF 
在 6>0, 使 得 当 :和 一 B|<6 时 ， 


| py(4) - pa(B)| <e 
AW Sci. UB 
(9.13) le^—e?| «& 1 A—-B|«0, 
piis Xi—- VS ECAR EUCHECRR SX 
| f(z)-e*, xz€R, 
我 们 知道 了 是 连续 的 。2.3 节 的 例 $ 指 出 
fiGct)-2f(G»f(». 
从 级 数 的 ELERA, o> pfi. dppete-1, 易 知 
当 e<0 时 省 fG)«l. Wu ERR . 
et =e "eC, [fex 
所 以 子 的 象 是 一 个 区 间 ，, 它 售 在 (0，co) 内 ,办 为 
» 120 >» 


Foy= f 
>, 
所 以 FREER BE, f 8058 EX ISL CO, eo), A E y 0, 
则 存在 唯一 4n e, 使 得 


dee, 
反 函 数 fo! wifi CP SRA AA R 

z-lny, 
也 就 是 

eny, 


JE B. 这 一 函数 是 连续 的 ， 
例 16 ibm SX dex. 任 -… 绝 对 值 为 1 的 复 数 

TUBE eU, CREE CU. WF REMARSJEC RA, B TRE. 

F(t)-e", ic H, 
出 于 eec" zet L3EEL eft - (e *)", 我们 有 

' left" zT. 

"FE F dE RESEREAE DG EAT, WA FRKA A EE HR EAT 
HRE, F PEER (FO) -1, it 

FQ)-isM D i^ 
所 以 


2 
ReF(2) = C D pr 21-944 --««0, 


关于 了 五 的 象 我 们 知道 些 什么 呢 ? 的 象 是 单位 闹 的 连通 子 R, 
dA iH w-F(2,3&H Rew<0, Kit, wH- dido 
一 个 在 五 的 象 中 (和 否则， 通过 ~w 和 —a" BIDDER AY Mà WR. Dd 
E114). diae EF 8 1 RO ECE) S FD, 所 以 ,也 的 
象 关于 实 轴 是 对 称 的 。 于 是 cw dE FP addu 
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-w=F (a), 4ER. 
又 因为 F(2)F(a-2)=F(a)=-F(2), 就 有 Fo-2)= -1. 1 
和 ~ 上 同时 在 { 连 通 的 ) 象 中 的 事实 说 明了 的 象 充满 单位 图 
ARCU? ae 省 定 不 是 一 一 对 应 的 。 事实 上 (如 已 知道 的 )， 
EMEL 洪 了 (8) = 一 M F2) =1. 所 以 集 
S-uceR,F()z1l) | .i C 
EAEE. $ s 
c-inf (£€ S,1»0), 
ESL ce>0, mi S18— dp e ated FP ERA, "re 就 是 2r。 
W17 我 们 不 能 从 定理 10 中 
”去 掉 卫 是 紧 集 这 一 假设 4 WAM 
MD l 
(3.14) F(t)-e", 0«t«2z, 
则 五 是 连续 的 ， 而 县 是 从 区 间 [0， 
2x) 到 平 疝 上 单位 较 上 的 一 一 对 垃 。 
-但 如 不 是 连续 的 ， 因 为 它 在 >*= 工 


HOMI 070 AER 70005. 
例 18 RAM kxk RERIG xke — 
, PLASE, 


KREAN LEN? 也 就 是 说 ， 对 每 - 订 道 矩阵 有 一 个 对 数 
tiis WE, 这 是 不 对 由 。 WHW exh in zs ELSE 0) 
(EER), F 的 象 是 连通 的 。 [s E L3 box en Ue o 
i'i ph GRIS B MERE al ox eo PREGA 
MAGIS SURGE et) A 人 E 
UT dese 0, 在 复 的 情形 ， FJ S Lai HERE 
们 将 在 以 后 再 作 讨论 。 
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| 习 
|. WSRROTYAE 
Ss {77ES} 
是 紧 的 ,> R REG? ; X 
2. dw RS w (XX ec. xi w =e, 
3. MATRE A, $e n p = -过 WERA E SRM. 证 明 : PAAR 
斜 对 称 的 ,ie ZEE, íi jy TE 必 是 这 - = Ei 5? 
4. gui y) € R*, x^ «y? RERS, Xr aU LR CIC 


5. 点 (r, YE Ri, x t POM LO m. uix Ar 点 组 成 的 集 是 水 连 
JE PL? 

6. 下 序列 证 查 定 地 10, 

T. iphl&pR-4u m 

| r0, t3. I ,ro, t3 

HATAS (AA r 使 (mm 二 人。 v 

8. zpHEJACO, 1) SITO, 1) KE Xe ok bc RET D. 

9. ERRA, DEO, ILER XE Se I. l 

10. I EAE (0, 1], SER! BEUEXHE Lx, EAIA 
S HRES m (这 —35 5E EU LIB S). 你 不 要 EBNER is S37, Mm Ae ar 
AGNI 年 45 Eft v xi Us 5i. Bs un Kte I HANA n PE Ed A AH: ít 
4 | ue v G. 


Rè L F f, 

meo POK) ER, FAFE qoa 

2. ARA PR, E RRR RA, 屠 末 就 称 广 
PE A : : 

(a) ik At WELL KA FRU ite 5, ,那么 F(K) gilt 
i7 

(b) dd FLA, TIU EJE, F (U) RET ouo 

13. RK MRK: È R” RRE, nm 
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Kit Kas {x1+22 7,€ K)) 
14. 设 了 是 从 R*s3j R” higit, U ÆR? pher, Gu 
T 化 六 洒 对 于 了 的 象 是 开 集 。 这 个 结论 正确 吗 ? m 
15. EDR BR* 中 的 -… 个 紧 集 , 玉 是 从 口 尾 六 ”中 的 一 个 函数 ,假设 书 
JJ. WF AEST BOUSF RC RE RO” 的 闭 子 集 ， 
16. df RASEN E ESTEE HG XI n CODE 
f (st) - FG)fQ). 
icf an 对- 一切 二 有 了 (= ec。 


$.6 一 致 连续 
设 坦 尖 数 
(3.15) DP.m, pcm, 
TUTTA XC EUR DE ADI RARUS pU MU nA RET 
zos 则 P Cr) RESO Gn). HAE Teu E E, “充分 接近 ”是 
AR ERR R9 A BRE TE Ho EAE ERO. HEES OR A AE) 
z9€ D, WARD 020, 使 得 当 [mco |j «o lf, 
[PF(w) — Plan) <e, 
REDI EET NOLUIT GENE I MEET 
XT Aide, 6 可 选择 得 与 zo 无 关 。 | 
定义 ” 设 函 数 邓 由 (3.15) 定 义 , 如 果 对 和 任 一 > 0, 存在 6>0， 
vs € D,]e a£ <6NH, 
LP (23) - F(22) | <e, 
WV Frag MF ERER. 
例 19 这 里 举 一 个 连续 但 不 一 致 连续 的 六 数 的 最 简单 的 例 
2E 2E 
f=, cc R, 


f(z) - f) =-= (xt) (s-t). 
供 如 >， 币 我 们 希望 找到 6, 使 得 lz- < 时 
(3.18) HG) - fuese — 
4i M, F 对 任 一 固定 的 上 不 会 太 大 ,因此 寺 述 做 法 行 得 : 
P 但 是 ,如 果 我 们 起 同时 对 … 切 点 zs 上 来 做 , 因 因 zt+ 不 是 有 界 
DNE 1E: ECL NEUE (8.16) RA WIE- ^ 


1»0, Wr-ie 6, 因此 
MENT 
(25 9)5 «e £20, 


这 样 将 得 出 4= 0, xx PROBE. 

把 一 致 连续 的 条 件 改 用 下 而 的 方法 来 帘 述 ， 有 时 对 我 们 更 为 ， 
方便 。 假 如 有 定义 在 非 空域 万 上 的 示 数 F, 对 每 一 正 数 n 定义 
olEF, q) = sup([F (a) Oo2tE 了 ， wti sm. 
MAORA FERAE EREE). UAI 显然 有 
"Oxo( F, njaaa, 

AES ME UL, F EURUN A BIEREN ERE, CE, n) 的 : 
ROSENEUNNOURE NMEN- dd 
(3.17) Him OF, m =0. 
例如 ， 车 五 一 至 连续 向 >0， 则 存在 3>0， Mis, teD, 
TEPIPTTS 5 
EF- Fai «e. 

IG XE UL «0, 我 们 有 o, par BARONEZ W 
FX SGAM, 3c E ERA. 

以 下 定理 为 我 们 提供 了 许多 连续 供 不 ORBIS IU DET. 
于 序列 定理 更 站 接 些 。 

定理 11 dr SOEHHOEGURDOH WP Oud 
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的 ), 则 五 是 有 界 函 数 ， "" 
WE cR e- 5, 应 用 一 致 连续 的 定义 , 必 存 在 6, 使 得 
LF(z)) -了 (za)] «5, ED, |ui =a) <ð. 
M PR LEM 开 球 族 B (2; 6) : DiJPHX. TEED 
存在 点 zi，…， ar 使 球 B(ra 6) HOS D. 特别 ， dg D.) WE as dd 
和 和 点 Zar … .mm HIE BOREAS ð, 因而 对 这 样 的 和 茶 一 个 
j ,有 O 
|F(z) - F(zj)| «5. 


取 $ 
M - max (|F(j) | +5), 

üt FISM, "PM 

.简单 地 说 一 下 另 一 种 证 明 ， 假如 了 不 是 有 办 的 ， FD hiet 
hies 使 | 
(3. 18» " , lim| F(e,)| = 
ay NS - 子 序列 在 R* pkg, nus cedi E 
这 是 次 要 问题 。 在 某 一 项 后 , 子 序列 的 一 切 点 之 问 相 距 小 于 中 于 


cu i E ili xx x (3.18) 8E RS. 
ERI BARERA, F ELRES, Woo 
4k. | 
证 明 设 e>0, rE D。 由 于 在 sw 连 绪 ,故而 存在 数 6,>0， 
使 得 m 
FG) -FG)| <$ e, 9€ D, !y-« «6, 


4 U, - B(o; ; 25 » {Us LE D EDEN wt. 因为 了 是 紧 


E. KED 中 存在 点 Lis cy Cas [di xe U,, A " D. 这 FE, * 
xE BD, 在 在 j, 1xJjn, 使 
= 126 


(3.19) S lans ei d 


E 


ð= min Örs s 


PUET e A y de DOPIERO 使 得 It 一 VY/ < 之 6， 选择 一 个 足球 
j« ANC. 193 成 yr. dit E MID 


ly- m szig- t ler «06 2 0,«0,, - 


BL 


Hedg(a.189) 


(y =K iE) h E 
|E Ce) Fon) eL B, 


因此 ，, AED dE EBD. RECE IT 0, UE "E 

| (e) - Fg) «e. | 

这 洋 , 就 证 得 五 是 一 敏 连 续 的 。 | | 
定理 12 的 证 明 是 不 平凡 的 。 这 nun JR yum. RAR 

Kg BE. RERAN -还 法 ， 设 <>0， 我 们 不 能 jea] 

RRE 0, 则 对 每 一 个 mw 可 找到 卫 中 点 my Va n 


EA “Ya < Saf |E (an) - | 


WFD ERKE, D HEEE ai trn) HORA ey WE fis t T 


BrPPTAADaL0, hd . | me 
py; Fia) < 
ey "S 2/a, 合作 
dasz 9 
SM 
de 


|F (0) - FG) «ds, 


IF) - FG] «le, 


|E Cyn) — F (æn) | >E? 

在 介绍 几 全 具体 调子 以 前 , 我 们 先 把 定理 U 和 定理 12 联系 
在 一 起 研究 。 以 下 结果 将 使 定理 UL 更 加 明白。 

ais 设 王 是 忆 上 一 致 连续 范 数 ， 则 到 可 以 扩张 成 到 的 闭 
fa Eit £e ERE EUER P 

Dot", 
使 得 

(a) 是 连续 的 ， 

(b) »pDiufi—; x, A = 了 (wv)。 
扩张 F 是 唯一 的 ,而 且 E -o gk, 

证 明 显然， 这 样 的 扩张 不 能 多 于 一 个 :假如 到 满足 fa 得 
《b)。 设 = 是 万 中 任 一 点 , 则 在 五 中 存在 序列 fc 它 收 襄 于 a。 
ny Fixes, | um 

~ F(e)=lim P(z,) = JimF(a,), | 
这 就 说 明天 (z) 由 了 唯一 琪 定 . 

但 是 ,为 什么 存在 这 样 的 扩张 呢 ? 根据 上 段 的 启发 ,我 们 定义 
EWF: Bae 万 ,在 刀 中 选 一 个 序列 4， DUE =。 我 们 将 
要 证 明 序 列 UV) de, Mad DIRE XC 
(8.20) F(x) =lim F (a,), 

由 于 五 是 连续 的 ,对 ED, F()-FG). EgHRGEW F—*X 
连续 即 可 ， 

注意 这 幅 的 事实 : WE (o) E Disp Cauchy 序列 ， HAPI- 
连续 性 ,可 以 证 明 E (m,)) 是 Cauchy 序列 ， 我 们 把 这 -- ERR M: 
+ 128 。 


- 习题 。 假如 我 们 证 明了 关于 Cauchy 序列 的 事实 , 那 来 ,了 的 存在 
性 利 一 致 连续 性 就 可 以 这 样 进行 : 

G) ee D, Wien EDAR S], ERAF a W m) JE 
Oauchy FEXl, Bprbl(QF (r, EE R” 出 Cauchy H3, ARKAT 
R” P— ii. REX FG 是 了 (zw) HER, IF e AD ota, 
由 于 了 在 zs 连续 ,所 以 了 (zw)= 了 (x)， 

(i) 设 e>0。 选择 6>0, 使 得 
(8.21) IZ (a) -Fly)| «e, c, y€ D, |z—sl«0, 

Wo, y E Dips fe Dept Ri Rie 3h Fo 的 对 应 序列 
{En 各 494} 假如 I y|xe(3. 21), Ni] 

` fenm -4.1 «0, n>N., 
于 是 ,由 (3.21) 可 得 

[F(z,) -E Yd) «e& n2 N, 

根据 (3.20》 | 
| | F(z) - F(y) xe. 
所 以 , FHE. 

注意 , 直 , 张 的 叭 一 人 性 告诉 我 们 ,在 (切中 定义 的 癌 量 F(s) 不 依 
eed 在 Gi) 中 令 z= y wn] $$ ili 
F (a) i (a) 0300 33 RO 1s s 

例 20 Sr Du 个 函数 : 


.YYGOD = 元 ， 0«s«l, 


gw) = sin 0O<xz<1, 


N(x) = a?sin i, «acl, 
它们 每 一 个 都 是 连续 函数 .函数 不 二 致 连续 ， 这 可 用 所 种 方法 
KWE. di4u, (0, DEARA, df iE AE. BÓ g ER 
a 129. 


BU, IE 9 RARESA DO gf AASR ROI GR 
P REAN EER ETE 
为 i 

lim S 0 和 lin ht Pe -sin a Lp 

所 以 ， Ma) 可 连续 扩 张 到 L590, 11. HS ZEE 
例 21 设 g, hi EMA pr s PrE 89 (0, oo) 
上 的 函数 。 因 为 f. 9 FORSE, MOD g UR SERE HR. 
IPE? LE A. 连续 地 扩张 到 区 域 的 闭 包 上 ， 也 就 是 扩张 到 
WA 
连续 的 。 因 为 


lim wx sin 1 = lim sind -1 
Pl ! Po PER , 


所 以 6d 
lim haa) co, i 
Bada Cs hu (E) Hn E 多 一 样 . .没有 函数 ( 除 常数 外 ) Ww 
c^ g -—3 € 55,0 jz - t| <e 时， 


[e - 4] <e, 2 
T, RR A ER CUTI BORRAR NRAN, 我 们 不 
仔细 讨论 了 。 7 
H22 BT 
Or s 
R*—oR" 


是 线性 变换 ; T Con ta) c eT Gr) TG). KATAR, 
RETRE IGERI X EROS EE. Fero. B TXEUGR 
连续 , 必 存 在 6>0 使 得 


(3.22) BELZCIES NEP. E 
QER, T (0) =0. DU NETE 其 它 点 so 为 什么 ? 因为 
Tj S. c » J 
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《3.23) T(%) SE +T% 0)， 
VEERE s. S | Ls 
(T (2) 一 TG Xe, .| 一 

设 工 是 线性 变换 ，s 是 R” 中 一 THEN Fi eg dE nS JU it 
LEGAIiim 
Als =+ TG) 
的 一 致 连续 性 。 

对 线性 变换 ， 有 一 种 简明 的 方法 去 措 写 一 至 连续 性 。 假 如 对 
某 一 个 e, 象 (9.22) 那样 决定 了 0, Ve c JE R* hitap it, 
9i po SA eds 


dd 


Gam 


dr |T2)| «e, 


mE IT (2) |« 5. jz|。 
URET OKER a EI IM OMIT $ 。 卫 的 
范 数 定义 为 
(3.24) 和 1Z1= n -1. 


所 以 


(3.25) iT(a)| xiTije|, scR*, 


3 BITE XEE (3.25) E PORRCIGE C, Hj -e 来 描述 就 是 
y I EC 
[460] <e, ie < we 

W23 设 i>0。 对 2E 且 ,如 何 定 义 0 9j REA 


sille 
+ 


A*-exp(szlnf), |, 


让 我 们 用 下 面 的 方法 来 作 些 说 明 。 在 有 了 正 数 的 "T 
Ji, 7 m kg BEBO , AES EL A* NI 


in^ - ($10). "nm poa 

Tiia Ma b, a ee E 

p Bác iit 

£e 一 (17)*. 4 » p 
4T S E hc Zo 

limtí*-1,- z 

a0 

Hy e 只 是 有 理 数 , 故 有 
(3.26) lim f (z) =1, 

zb : 
式 中 


F(a) = =at, aE EQ. 
AR. F 3EQ LAEq;— HGE m? hk 
(3.27) a AP mg (b 1279. 
内 于 如 暗示 了 在 @ 上 不 是 一 致 连续 的 ,然而 A (2.20) f (3.27) 
可 看 出 ， 在 任 一 有 内 区 同上 最 然 是 一 臻 应 续 的 . E TLE F E 
EPE RAE DC TEHA v. ELT 05, 
B24 设 K i Cantor S£ 052 章 例 15). MCO, 1] WARE 


R1, 2.), mJ - Siro epo MAREK 3 区 间 ， 如 此 


WIFFE, RANK, BED dEjxdegppjRu33bfE. 4k D LEL 
gr. E 


1 ds 
f= g? 在 eg? r , 
E PNE. 
fos 在 ( 8， s) 


Jels &( s 5) M 
7= 8， "Gre 2) 

县 
pcc repa 


wo Bg. 25 
(图 15) g 4A | * 4i 
|f - f| «27, M je- y| «87, 
于 是 ， 了 在 D 上 是 一 —: *nfcuEmBpgkms- 
[0, 1]. P 3k 5i 5 f nif Cantor E9. 注意 , Cantor 函数 的 
图 实际 七 是 处 处 平坦 的 ,但 是 (zx) 却 依然 从 0 连续 地 变化 到 十 

例 25 有 一 类 性质 很 好 的 一 致 答 续 函数 它 是 由 具有 下 列 压 

APETI RAE ARA 
|F(z) - F(y)| «ie - v]. | 
对 这 些 函 数 ,，“ 我 们 常 了 到 4= zs”。 吾 " 的 刚体 运动 { 或 全 等 ) 就 是 一 
个 这 祥 的 函数 ， 
RR, 

使 得 
. 133 = 


(3.28) IT (ei) — T)|- le: — 2]. 
Euclid 几何 本 质 上 是 研究 在 刚体 运动 下 集 的 不 变 竹 质 。 刚体 运 
动 的 一 个 例子 就 是 平移 . 
T(z)-7«cp-c, 
另 一 个 例子 是 正 交 (线性 ) 变 涡 ， 
(a) 工 是 线性 的 ; 
(b) 《Tc 工人 (za)》= Gs, 2). 
B^ 上 的 这 种 线性 上 秋 换 可 以 用 《xh 正 交 矩阵 女 来 表 东 。 也 就 是 有 
T(z)- Az, 3X AA =T, 
定理 14 dg) RGB USES T jER* p 8) 3E AE 
线性 变换 , 则 ( 仿 射 ) 变 换 
(3.29) S(z)-ys + T(z), 
是 H* 的 刚体 运动 ，R* 中 任 - 一 刚体 运动 也 一 定 可 写成 这 种 形式 ， 
证 明 我们 已 经 党 察 到 ， 假 如 下 是 正 交 线性 变换 ， 则 形 如 
(8.29) (jg SROE REMIS SU. Boni. 必须 验证 ,每 一 个 刚体 运动 是 
一 个 正 交 变换 如 上 一 个 平移 。 B 是 GU HEHA, S 入 = 
dir lcs T 
Y) -S(2)- 9o. 
HF S RRR, CT RE BN, 因此 ， 了 是 刚体 运动 并 且 7 (0) 
-0.. 如 时 我 们 把 “刚体 性 ” ..… 
(8.30) -Zæ y- Tr) = 1m 2] 
用 到 x=0 的 情形 ,并 利用 nn =D, RAH 
3.91) BUCOIEEE. 
SET AREE TAE RIA mo : 
mn piss lut om? -26 ary 
[T (2) - T (z2)j*8 | TG) |? + |T (23)? 
-2Q] 8, T2)», 
* 134 w 


利用 (3.30) 和 (3.31) 间接 得 到 
(T), Té) = Gu 62. 
Hen x PGRAUEAUEN. HORSE, ，， 
E eei Hex xp R ka A* 上 ,并 且 它 的 道 映射 
A A 上 一 个 刚体 运动 
zm ACR* 到 Rp i Aute Ee RE mM ERE RU, 如 必定 “ 
把 BR* 映射 到 Br* 上 


习 题 


L 设 已 是 一 致 连续 函数 ，{z 是 下 定义 城中 的 一 A Cauchy je LE 
{F(z Æ Cauchy AF. 

2. WERN Rte Reg. MEY e>), 集 {7; IF (1) >e} 是 
RE RR ToC HELM SR. WP RGEAMUULEOSERUS T, 则 区 是 一 
gr hpc. | 

3. ahah F = (fi ttg Ts) 是 一 致 连续 的 当 目 仅 当 每 一 个 fh 是 二 致 连 
£t 85, 3X £5 TE fo "EM 

4. iEHUuBEF REGES B.RUS Piu URBE NUR E 
PH. 这 论断 正确 码 ? 

5 #f 是 实 直线 上 的 一 致 连续 函数 ， RUE 

re- -F0 ura 
EARR. xb 
6. ug PFE-sEGIATN 
O DRs, 0 
又 设 捕 是 FEDE 的 # 就 ， 克 的 图 象 是 克 图 象 的 闭 包 吗 ? - 

7. 设 了 和 9 是 曙 上 的 有 办 一 致 连续 函数 , fg —SokmgE i.. 

8. Pu pup LommtA*, gle, y) =F) ~ 了 (9), g(xz1 y) ERI 
ER Sos bk 23x13? 

9. 3$ 

DR”, 
» 385 « 


是 一 致 过 续 的 ,并 且 SND 是 有 有 界 的 , W F (S) 是 有 界 的 , 这 结论 正确 吗 ? 
10， 设 了 是 从 只" 到 R” 的 线性 变换 。er veno es R 的 标准 基 , 念 
T(e,) = (A1, 03, s Gm) l«Jj«Rh, 
mx kiggE A = [aJ T 55 EE REUROR E, 它 完 全 由 TRE. Hey - T (x), 


m | | AU 
y= da, 
EAE EM RT 
ES! 
zl : | ee 
f, 2 


请 验证 这 一 事实 , 并 进而 验证 :了 是 从 RR* 到 R^ HERT u HR A TE 
ARAB RE, 所 更 自然 的 效法 县 , 设 A! ERRER, I y - T) 就 之 y=74; 但 
ERA LEARE TED, 所 已 我 们 才 用 另 一 方法 写 、) 
MH. REA 22 中 养 于 线性 变换 的 范 数 定义 ,证 明 从 R* 到 R* 中 的 线 
(a) IT T4 ez [T4 74H, 
o (b) ITI Al, xin ud Rana (习题 10) 。 
(c) 9EiB IP EIE] air. 
. (G4) XS ITIK 则 了 -了 是 可 着 的 。 
(可 同 忆 ~ -下 第 2 章 例 9 的 关系 式 。) 
12. 设 7 是 从 R^ 到 R* 的 线性 交换 ， | | 
(a) T " ERL NNA RERR ERASER. 
(b T RipE EA A ELNUS TÆR, B. 
IT) 2177153, 
13。 WAA R* 到 R* 的 任 - -保持 内 积 不 变 的 变换 凡是 线性 交换 ， 
14. RT RIR RB nik: 
Tizi 525) -T'(2) 4T (2). 
假定 存 R^ TAE N i T E: utm T 
PRERA 


b ELE 
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Co 第 4 章 微 积分 续 论 


4.1 区 问 上 的 微分 法 


本 章 所 讨论 的 内 容 可 以 说 是 微 积分 的 精华 。 由 于 它 负 有 涉及 
微 积分 在 科技 领域 的 应 用 ， 因 而 是 不 全 面 的 。 本 章 着 重 介绍 革 本 
的 概念 和 定理 ， 共 中 有 些 已 超出 通常 打 基 础 的 微 积分 课程 的 水 
$, : i i 
. EX 设 工 是 实 直线 上 的 区 间 * 玛 是 工 至 R" 中 的 函数 , e 是 
(4.1) lim. 


tfc 


FE, MEF Spe AT. E "e ARTIA, GEBRCA.D SERI RE 
Fo 点 的 导数 ， 并 记 作 F e)k CO), 如 果 王 在 工 的 每 一 
点 可 微 ,了 就 叫做 可 微 的 。 
设 了 是 从 了 到 如 "的 任 一 函数 , 并且 周 定 一 点 "ET 差 商 
E-F) 


` i-m 
—— fsc LORA. BROLWDADBDGBREOR (4.1) 
Jide. FAGRE IA R” 的 函数 ,它们 在 x 点 可 微 , 由 
极限 的 相应 性 质 可 得 咏 , 下 + 在 可 微 ,并 且 | 


fon 


(4.2) (F+ æ) = F'(a) 46" (2); 
F FGquGg BO S n FG 在 4 点 可 微 ,并 卫 
(4.3) (PG)! (e) =F (2)G" (e) + F'(2)G 2), 


XC — SETA OQ (4.3) np DA JA FG 的 差 商 中 加 上 一 项 再 减 去 同一 项 
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NH. T : l F 
(FG) EPA RE) | Ft) - Fix) (n). 


t-z f eat 
PE e TÉ) 
wpe 
LOT E IX Uo dtu 
Sai UN - i C4 
十 F 1 d ant Sh ) G(x), 
Jen 


(OCA IST e LEGO ERES FO, ENAME a) 和 
-可 ( 罗 ， 由 利 、 积 其 极限 法 划 就 可 得 到 所 往 绩 论 C00 7 
在 荆 委 中 我 们 利明 E SOAREN Gi r A AE e njia W 

lin WPG) -F (e)]=0, 


RERA, KMAR DD, AUSAT O HARAR 
BERAST EHF O 才 有 可 能 。 这 就 是 说 ,在 了 点 
尺 推 出 在 绊 点 的 连续 人 性。 但是 反 过 来 臣下 正确 和 的， 只 要 狂 罕 一 
例子 fiie dunno SEREY A. 
o iuf fü. i] Ddr b REI E VO RU i 
.于 是 又 可 以 MDF guy. WE DF A TE, HDE 
B i DFW. 逐次 导数 《如果 它 们 存在 ) 州 Fe DE 
O GKdn. BUB C* Bed dC dl E eC DE etc Bas gi kt 
X. nel d S. 则 五 属于 0” 类 ， 
洛 工 是 兴 闭 区 闻 , 虽 在 闭 的 一 端 , 3 D CR 3E. A 6- 
[a, b) ac Xia, 仅 指 从 右 曾 趋向 于 4。 对 区 间 徇 内 点 讨论 四 导数 
利 有 导数 也 是 有 用 处 的 ,下 面 我 们 箱 汽 地 讨论 一 下 ， 
WF ELE r xS IEA 
Fa)-FU " 


ro? 


"<t<rto. i 

PUE PUN: 商 在 * 有 极限 ， RAIRA Lr Ra GERM: 

(4.4) (D*F)is)- lun EAS EI Jem 
part 


r—1 . 
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关 似 好 可 定义 五 在 的 在 导数 (如 果 它 存在 )， 
(4.5) (DF) (æ) = lim. Pe 7 


MARRS RATATE, a 
相等 ,例如 f(z) = e HE e= O 就 是 这 一 情况 。 5, (DH ;xz) 是 
TEEIS TERR PEDF) (S) m DF) (TEE, EB OD F)(2) 
= (D-F)te). 


BI EE pie cu 
I. ge, 


il m Ae De CRRICBC GS F = (Fis ns Fm) ARBUSHUVEERL, 
WA fe REALE En 也 可 微 。 这 时 ,Br 人 oz) = (Eila), 
(wv))。 因 此 ,讨论 微分 法 只 慨 对 实 信函 数 进行 即 可 ; 然而 ， 
3k FETU EGEJEA REB, 更 好 的 办 法 是 不 用 至 妹 ,二 用 商 划 值 函数 的 
短 分 法 。 l 

xU Jedi t RR RR TIRES. 没 J 是 
可 微 通 数 , 则 疡 (z) de fünf EN (ry PC) Ab or n pis, È 
从 数量 上 刻画 了 了 在 dh MUNERE, EAR ， 对 了 有 极 大 值 或 极 
QUOC REI RIED RU CHR DN ISO ER 
推论 。 ; 
定理 1 设 f 是 区 间 (4, OLOAAN, LEl b), Jit 

(1) 在 z 处 ;fF 有 局 部 极 大 值 (或 局 部 极 小 值 )， — 

Gi) 地 在 > 点 可 微 ， 
jj 六 (ec) = 0。 

证 明 了 在 x RAWEKE 存在 6>0, 使 得 
(4.6) JG) mf), |e-1| «0. 
从 (4.6) 可 知 , 车 (D* 了 ) (xz) 存在 ， 则 显然 有 (DS e<, K 
地 , 落 (D 了 )ir) 在 在 , 则 CD-f)(w) 宕 0。 因 此 ,车 它们 同时 在 在 且 
相等 时 ,它们 的 公共 值 必 须 是 零 。 
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系 ( 中 证 定 理 ) SEa b] Hu P) puff, ME 
zeE (a, b), fi | 


(47) jay A 
证 明令 
ge) s?) Poya JO PUO quoa), 


M gR RR ERR AM, EE g(a) 790220, 连续 函数 
JEE a, b) 于 达 到 它 的 极 大 值 利 的 小 值 ， m pas 个 必 在 开 
KAA, b) rh, FE g' (0) = 0 这 就 得 到 了 (4.7)。 
X 设 1 在 (a.8) 上 可 微 ， 出 了 是 增 NT EIE I0 
了 是 常数 的 充 要 条 件 呈 .f=0. 
证 明 对 导数 用 中 全 定理 即 可 证 得 。 
系 { 链 规则 〉 BF, g ENARA, B. g IUS BOE P I X 
EV 
(e, b) -一 (e, d) - gn, 
WEA Fog deg HORJ, JP B. (Fogy - g'CF'»g), 也 就 是 说 ， 
(Eog) (æ) = g OP (gon). 
证 明 Piee Ca, b), PT AE tu an 
= F(n- LEAD = y= o 
 Gr- g)) R, gle)) 


x | 
lim Riy, 9(5)) «0,. 
yg) ' 
于 是 sod | 
ECG) ig F(gís)) | gt) z na IgaCry | 
i>a Fs ee 
«| nysgu COON 
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X Wedel, b) 上 的 可 微 实 值 函 数 , 且 对 每 一 *& (a, 
b), g (e) x0, bt] g 是 一 一 的, HAAA g 是 可 微 的 ,同时 
ci o d s ， 
(Dg Xe) y n 
EB EM IILFOLUON 出 中 值 定 理 可 得 到 一 点 
ie 在 2 和 + 之 间 , 并 且 g(e) =0。 因 此 gE, 也 就 是 9 或 
CET MUN Oi, RAERD. 正如 第 3 章 GER) BH 
论 的 ,这 意味 着 (a b) RCROT BERT, ug" 是 连续 的 。 于 是 ; 
gu) - g^ lgl) 
(Dg- PRAGON LE Hm Ara dic es 


= lii 一- EE quy. 
ts E ga). gt. 
pi 1 iA EkxE LL ES ^ : 
F(E) set ic R, 
SF RCTOGRAK. 我 们 有 | 
F)- -F@) EN adii PIDE I 


一 
t-o o0 tegy UC vr e 
3841 95 ET OG 
" 
lim 74. 
i-0 t 
ett- TI = v tn Án, 
A: 1 
Bi LA 


t^(et4— 1) 一 -A= Moa Tu 


[t€ tett- 2) - AJ sx FIL 


xL T 1 Tar 


» lile 


pij P gufitug, WFL 
(4.8) Fr) = Aes —z AEG), 
因为 EY xar, AU EC’. 
E: T Cw 8) PUR O E R 设 日 是 从 BR 到 
CU 中 的 可 微 画 数 ,并 设 m T. 
(0 Ga)-AQQ). cou ox 
jt D RO EEIE PE, RU. 271/828 CN C 0, FÆ 
i G(s) = e*4B, 
武 中 B=G(0). 注意 ， "TOE Be*^, 为 了 使 得 GF 1AG 成 立 ， 
Dd 可 变换 的 , 即 AB = BA, 
当然 ,最 重要 的 特别 情形 是 实 信函 数 
[upset ET: 
CHERT -f. 出 于 f 030, 最 后 的 系 告诉 我 们 了 了 的 反 函 数 
7 存在, 记 它 为 jn, 它 满足 | 


` (Din) (e*) = et ar (ODln)(m) = 


^ 
Si 


例 2 dFibxgde bw. F()-et. WAI, 
EEC RAR AH F9) -4F(s). ER WRR u fE 
LEER RAAR 2A P C, TARERE E 

sinz-lim(F(z)) . 


zm S ES (Cit)? 
mT 


e P. 
-m--— D 
314 5! 
E RD. yy 
"NP E 
COS t = Rel F (Gr)) 
4 1 s 
i = Re M Qr) 
"c nl 
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这 些 函 数 都 是 C” 类 的 ,并 且 
D(cos) = —sin, 
D(sin) «cos 
TE 11156 — A1 PR CP T pO TT ES 
(4.9) . sr oa Wee feBL eu 
de OR d 全 CR (4.9) KARE sia 和 cos 的 线性 组 
。 这 一 证 明 对 学 数学 的 学 生 是 十 分 熟悉 的 。 为 方便 起 见 ， 设 了 . 
是 实 信 的 且 (4.9) 在 0 的 … 个 部 域 由 成 立 。 令 
g(z)- f(z)- f (0)cos z - im &, 
W 9g" *g-0, B. g(0).- g'(0) «0, 于 是 
g'g" + gg! =0, | 
DICATA 07070 0 007 
WPi% a 
由 于 g() =g (0) 20, 此 常数 是 0; 所 以 
(g 0) -g*-0, 
g =g=0 (RF 7 是 实 值 的 )， 
(fn) 5 FO cs f^ (sing, P 
B3 BIERKE UC SR Rc EC RII ER 1) 
2, ul D] AL User nuc, RO. 
(4.10) fient (d-—eMwsef(a)-(l. -9f00, 
Wibft f Ka]s]E, GEN RE GLUÉ e He RIS f HORDE HUGE RS 
s Ges P GO) SIS Qe, FOOI A RII FIF LE 16) 7 F3, f (e) = 
2?, f(2) = e* EXER ERKA, f) sins EKE [- 2,0] 


* lda 


Eii AA, 


定义 中 的 性 质 (4.100 厅 以 改写 为 另 一 有 用 的 形式 。 dd 
c«i«u,cpibi-corr(l-c), 式 中 


条 件 (4.10) 就 成 为 
et Ho) iE fe), NES 


上 式 可 方便 地 表达 成 
FOID < KORON 


u-t 
Pd 连接 (m, f(2))8(u, FC) ) ES IS FER 
DKT AG, FEDAC, FODSSEBSRER, RIE, 由 光滑 函数 的 
凸 性 得 到 : 导数 P^ 是 增 ( 非 减 ) 函 数 。 这 一 证 明 留 作 刁 题 ， 
事实 上 , 单 浣 凸 性 就 可 推出 在 许多 点 上 了 有 导数 ， 并 H F 是 . 
一 个 增 函 教 。 我 们 概述 一 下 证 明 。 设 <<f<tw WM 
FO f(z) .. fi) - fe). 


u-t f aa > 
因此 ,除了 Zz 是 定义 区 间 的 右 端 成 外 ， 厂 导数 CD 了) (2) 存 在， 并 
H . 


DDE) «int 10 - 10. 


^ 
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类似 地 ,除了 z 是 区 间 的 诺 跨 点 外 , 左 导数 存在 , 并且 
(D-7)(z) =sup JO IO. 


对 (D* J) (2) RV (D^ f) (e) BIEXERO f 是 连续 的 ， 进一步 可 证 
" RS 

(D* f) (ty (7 f) DDFS) - (D^ f)(e), i>r, 
所 以 ， 左 导数 也 - 广 ( 以 及 右 导 数 DS) 是 增 函 数 。 对 子 不 可 微 的 
S. QD f))» (D-f)), BibL DFAA HER N 
(a, 8] 上 ,所 有 这 些 跳跃 的 和 不 会 超过 (DFO) ~ (OD* f£) (2). A 
au TEES 1998 13 E 在 并 区 间 上 凸 函数 了 是 连续 的 ! 除 
了 可 列 个 点 外 ,是 可 微 的 ; 并且 导数 DF (在 它 有 定义 的 地 方 ) 是 
一 个 增 函 数 ， 


3 NH 


l. EEA xai, 4 r SNE, DRR 
A (n s Fx (t-a) F" (x) 
3x FO, AXA RE: | 
lim 五 人 Hi E Oa 


2. RFEA FONEM L E: A (Df) (x). 和 T Dn) 
都 存在 , 则 到 在 > 连续 。 


39. $ : 
: i?^sin—, z0, 
| io zT 
0, z 0, "E. 
证 明 户 连续 但 在 0 ATR, f. 可 向 但 不 属于 C1 类。 请 问 ,关于 f. 有 什 
么 相应 的 结论 呢 ? | 
4. di f.()octz], n0, 1, 2, --., 计算 FHRA 最 大 的 整数 
使 f. 是 CH 类 函数 . 
5. FEARI I 8| R7 中 的 可 微 函数 ,PF'=0, 证 明 FRAME 
6.。， 设 了 是 实 直线 上 的 实 值 函 数 
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|fiz)-txpÓó-29,2X0, 0 0 
£09, — 
证 明了 是 C" 类 函数 , 并且 对 每 一 个 fm (0) = 39. 
*. uf AKSLAR, 480; o grfoil'5 ho fei, 
m 91=ig, hM - - 话 的 事实 求 出 了 的 形式 。 
B. RR oR LIS B 
fi+ 40-1, 
Df =g, ' 
Dg= - f, 
EIU m 
=- 8) *1, 
438—588, f, 9 是 什么 ,并 mme. | 
9. i24 00, 1] 上 的 Cantor zi 【会 见 第 3 3c] 24) 。 证 明 对 不 遍 
TT Cantor fi. -ju, f 的 导数 存在 , ARUN 0, TIY Canto? ft paa, F 
不 可 微 ， 
10. icum Mii E E 因此 对 -- 蕊 实数 2 和 4 成立 
met (ler-i). I 
M. 设 了 是 反 闻 了 E 它 在 了 的 每 一 NAA. i uf 
是 凸 的 弃 要 条 件 是 导数 f^ 是 增 { 非 减 ) 函 数 ( 在 课文 抽 已 证 明了 必要 性 }。 能 
由 此 得 出 人 EIS ESTEE ( 3? 
12， 若 了 和 39 是 凸 函 数 ，max (了 ， OEE M 对 于 min(f, g) X 
AE p 
13. ik f ERE EISE ERG 则 下 列 条 全 EIE 
(a) fü. | x 
(b) 对 每 一 zx, 通过 点 (x,， f(z)) 有 一 条 直线 , E BURSIEOLT AU E 
jja 
(o) R pT FREEK ELABORAR, "E 
(d 了 是 运 续 的 ,并且 


t (3 Ii Uf (x) + £(03, 


14, ik f ESUELUIETqU EX Ze LE CAR 

SS o. dein - 100. 
PIa, unb Aa, HF) -ev (WELLE InL £L ERAAN). 
* qub s 


a a X ML Ou 


ip. 在 习题 14 rh oso ROTE | 

l6. RIGARNALHUHNE, FI<IFI HAFO «0, ip 
Fa. | : 
17。 RRICLAUUISTIGRAEUMET f'(a) mar, RON A NEREK 
fF k DERAN ow 的 向 分 方程 组 ， 


f=0nfit. naf, 
Hooft Fünf 
把 方程 组 改写 为 : 
FIs AF, 
式 中 A 是 常数 短 降 ,而 ， I 
EDO I E 2 dg Aly OX 
li | s fi "Aud 
DE feji i 
TAF KERERE O = el4Xo, 其 中 Xo RE AREE. 


4.2 ”区间 上 的 积分 
Bra I-[65] 上 的 连续 鸳 数 ， 我 和 要 定义 并 讨 抢 
FEILER 


f, Pz ROL 


YERERE TEA, BUM RANG CERAEF HE 
形 焉 的 面积 。 FASKI EDERE UIS BUE UT VERRE R4 
Jn. B 

自从 300 年 以 前 前 Newton 和 Leibnitz 首次 系统 地 E x 这 些 些 
p^ :这 来 ， 积 分 应 用 的 领域 已 极为 广泛 。 其 部 分 原因 可 能 是 由 于 
积分 的 近代 定义 ,这 一 定义 与 它 的 任 一 竺 珠 意 用 无 关 ,积分 过 程 是 
用 精 病 的 分 析 语 言 描述 的 -: KERA Riemann 给 出 的 但 已 
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作 了 锯 改 的 说 法 。 第 7 章 将 讨论 Lebesgue 给 出 的 积分 概 伶 。 由 
"TS Lebesgue B 26 3L TA RE GR CC i Bou, Lebosgue $4) 
比 Rienann 积分 首义 更 广泛 。 但 在 这 里 ， 我 们 的 xxn 2252 
EATUS RREA RAIER IE. GR RS 对 每 一 个 学 


dis 学 生来 说 ， AGIVERR EN Remates BUMDRUE S GG 


vaut ~ 


xCIESE SERUORCE BJ, 
AYAM Riemann 积分 ， alas Toii. Ix ife, bi 的 划分 
是 任意 揪 进 如 下 的 + 二 个 点 ; vn 
P = (ags ^. m.) 
(4.11) | 
a cvy Xd. Xe “<x = 0 

这 一 划分 把 区 间 分 成 从 iin. 这 些 子 区 间 长 度 的 最 大 者 叫做 
划分 的 网 眼 ， | 
(4.19) [Pi = maxene) — (L«kemn), 


设 疡 是 从 区 间 工 = [c, b) ARRORA., PEI LERS 
MEREL, MET PEL NIAE RS 


(4.13) SQ, P, T): ETE OF, 


AP 
Px (ray. ts d), 
d 2] 的 划分 ， 并 且 
S77 TG, Oy Sms n 


f XE SE :个 字 区 闻 中 选 出 的 .这 样 的 和 常 叫做 “Rio 


mann f", 但 我 们 将 不 使 用 这 一 术语 。 当 划分 的 网 眼 趋 于 D 时 ， 
这 此 各 的 “极限 "这 以 不 严格 地 说 厂 是 a E 


à IE dim ASQ P, T. 


ATE CRRIMADR BIER B. 并 县 对 函数 取信 点 T 45:58 
= Adi o 


$ rv 


硕 许 多 不 同 的 做 法 , 因此 需要 留意 “极限 ?的 含义 。 

对 任 一 函数 ,要 使 它 是 可 积 的 (从 理论 上 说 ), 应 对 于 划分 的 任 
一 序列 GC, 只 要 它 的 网 眼 趋 向 于 0, 以 及 对 应 的 任意 选 定 的 序 
列 Go, 都 可 以 用 来 计算 积分 。 尾 何 两 个 这 样 的 序列 〔(Po)， 
好 四) 产生 一 个 向 量 的 序列 5 近似 和 》 

S, SCF, P, T), 

它 收 敛 于 五 的 积分 。 例 如 , 若 
(4.14) Satt p( ), 


=] 


列 对 每 一 个 可 积 函 数 F, 将 有 
. Hm, e F(z)da, 


看 上 去 ， 序列 (4.14) 要 比 涉及 到 种 种 划分 种 点 了 的 选择 的 
(4.13) 简单 ， 人 们 更 问 , 为 什么 我 们 不 使 用 (4.14) 去 定义 积分 呢 ? 
这 有 两 个 理由 ,一 个 来 自 实践 ,一 个 来 自理 论 ， 

(i 甚至 对 十 分 光滑 的 函数 PF, 特殊 的 序列 (4.14) 也 不 能 
提供 最 方便 的 方法 去 计算 积分 。 我 们 希望 用 任何 一 个 网 限 趋 于 0 
的 划分 序列 得 到 的 和 收敛 王 同 一 个 极限 。 换 句 话 说， 我 们 希望 使 
所 选择 的 序列 对 每 一 个 特殊 的 函数 都 是 最 方便 的 。 

Gi) ”我 们 还 要 处 理 不 光滑 通 数 的 积分 、 因 此 ， 必 须 确 切 地 
了 解 可 积 函 数 类 。 我 们 将 通过 很 简单 的 例子 指出 ， 在 积分 的 定义 
ip, 如 时 仅仅 利用 特殊 点 序列 上 的 函数 值 , 例如 点 (E/n) (5 — a) 上 
的 吨 数 值 是 不 够 的 , 这 会 引起 混乱 。 

例 4 设 f 基 实 值 通 数 ,由 下 式 所 定义 ， 

0, 当 了 基 有 理 数 时 ， 

n "d 2 or AGANT. 
gacb, A P= (to, Lis y a) 是 la, 8] 任 一 划分 。 每 一 个 区 间 
[2-15 xs] HE IE JE, 县 包含 有 再 点 利 无 理 点 .对 每 个 加 选 一 个 有 
。149 。 


理 点 nE [bri 21], 再 选 一 个 无 理 点 € ESETE MPE S f Ry 
定义 ,对 每 一 个 万 应 有 f) =0 mS 71, 所 以 

S(F, P, T) «0, 

SCF, P, 1") -b-a, 
Eu, TAA EA Pa T, [P,L—-90, E SQ, P, Ta) «0, 
mA -A PS 选择 男 一 序列 7T5, 4E S(F, Pu Ta) =b-0, Æ 
WE, S ORSA, 为 了 避免 这 种 汤 乱 ,我 们 应 定义 
*upUUmEOSVikID HRERS T. 

RRILO TED EMKA [e b] $4 E" RRA. mR ER” 
LUOE S nde TED XE 82 0, 存在 3>0, 使 得 对 [a, 5] 
Bytt—R04p P, FUEL PI 0, DEX h P BRE SUASIT. PCIE HER 
gy Tg 

iS - SCF, P, 1)|«e, 
Rp ERA RE Riemam 可 积 的 。 

虽然 这 一 定义 小 显 复杂 ， 但 它 说 明了 一 个 简单 的 概念 ， 所谓 
五 是 Riemann NNG, ARRERA S Cep Fa E. 5 
Pi->90 对， 近似 和 SCF, P, T) RAFS. 在 什么 意义 下 收敛 
Mio 在 这 样 的 意义 下 , 即 只 可] 了 是 小 的 , TOI POS GRUB T 
的 选择 是 无 条 件 的 , EE S CF, P, ToS ECT S.. 

上 述 基 本 定义 可 改 述 如 下 ; 函数 了 是 Riemann HRR 4 (E 
DOS) fex Rh 中 微量 态 ， 使 对 任 一 划分 序 玖 了 ,了 Ps->0, 以 及 
对 Pa 所 定义 的 子 区 问 电 任意 选 出 的 点 zs 有 

lim SCF, IG =S, 


PLUR Bp ps f Rib Riemann 可 积 的 。 
dQUERdidiemann ITAMO, sg YHA pE S HWE- hu. Ewy 


做 五 在 区 间 工 = [a 妇 上 的 积分 ， 并 记 作 | Fa) Ate)ez。 
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我 们 对 这 个 记号 再 说 一 句 。 Leibnitz 所 发 明 的 关于 导数 和 
积分 这 极其 有 用 的 记 导 ， 给 微 积分 带 来 了 强大 的 生命 力 ， 对 区 间 
(a, 上 的 实 值 冀 数 ,积分 可 写成 


EOL 
X4 x2. 
| f) dz = im È Gn) Gu - e) 
a slo . 


= lm P fòr) Asy 


msBx:Ark-) K 


= lim 2f Ce)es, 


AEE AAE, 我 们 没有 使 用 Atr my tp 的 记号 ， HAE 
把 和 式 中 的 每 一 项 写成 Arzz (xz;)， 那 就 会 自然 的 写 出 ， 
lim $ Aes) = | deF (s), 


| Pg0 x1 
而 这 可 能 隐伏 着 产 和 混乱 的 因素 。 

下 面 要 交接 证 其 各 种 已 知 函数 (如 连续 函数 ) 是 Riemann 可 
积 的 。 也 就 是 要 证 明 对 各 种 已 知 函 数 炎 说， 积分 过 程 “ 疏 黎 ?， 我 
们 需要 有 一 个 类 似 于 对 序列 的 Cauchy 准则 那样 的 “收敛 ” 准则 ， 
这 一 准则 表面 上 不 涉及 到 极限 向 量 。 m 

设 f 是 从 [4, b] 到 R" 中 的 任 一 函数 ， 对 每 -- 6>0, 定义 集 
D =F) prime 5] KRN P = (20, tsn) |P1«9, 
和 一 切 可 能 的 相应 任 选 的 下 = Crs n. 6), € (s md, 8— 
x CP, 9) 决定 一 个 和 

SCF, P, T) - S3, e, OF Ga), 
EF) 85 3129 — Uic MURME fts 
(4.15) E,(F)-(S(QE, P, T», JPI, trE forts ulja 
Wa FE Riemann 可 积 的 ， 则 对 小 的 多 (PI «9 的 一 切 和 
» 了 5 了 >» 


SC(F, P, T), RÆ ECE) 中 的 一 切 河 量 ， 它们 都 与 的 积分 值 
相 接 近 。 于 是 , 当 6 是 小 的 , Zs 应 是 一 个 具有 小 直径 的 集 ; 这 个 集 
TEE BR AREE XE. 而 用 Zs 中 向 量 还 近 的 积分 一 定 在 闭 包 
中 。 当 6 减少 时 ， 集 驯 将 如 何 变化 呢 ? 如 果 0<n<6， 从 定义 
(4.15) 直 接 得 到 十， 这 是 对 任何 了 都 还 确 的 。 对 于 任 他 一 个 
可 积 的 加 当 6 趋 于 0 时 , 册 集 马 收 缩 为 单个 向 最 [fF。 换 句 话 
it, f E, dfe OUT 0, 并 且 [E 是 交 
中 的 叭 一 向 最 。 

定理 2 BFEARN, 9] 到 R” 中 的 函数 ,用 (4.15) E 
EF), 0 F & Riemann 可 积 的 充 要 条 件 是 
(4.16) lim diam £ = 0, 


à 
证 明 只 要 证 表 充 分 性 ， 设 (4.16) 成 立 , 考 虑 集 闷 的 闭 包 的 
A 
由 直径 的 条 件 ， 在 交 中 不 能 多 于 一 点 。 然 而 ， 交 不 是 空 集 。 理 由 
E: 4< HA CEs 因此 闭 集 5 组 成 一 个 闭 集 套 ; 
l Leci, <å. 
由 于 集 的 直径 趋 于 0, 对 充分 小 的 6, 它们 是 有 界 集 。 因 此 它们 的 
交 不 是 空 集 (地 第 2 章 定理 9). 设 S 是 交 中 向 量 ， 若 2>0, 选择 
6>0, 使 得 diam EF) <e, FP Æla, 中 的 任 一 划分 , {Pl<6， 
而 人 是 在 刘 分 下 于 区 间 中 任意 选取 的 点 ， WASE, P, T) 在 
f 三 (中, 并 且 向 县 S 在 ZC8) 中 ， 由 于 diam EF) <e, 
IS-S(F, P, T)i «e, 
所 以 也是 Riemann 可 积 的 (并 且 S= /17). 
为 了 利用 直径 准则 (4.16) 去 证 明 一 个 给 定 的 函数 五 是 Rie- 
= 152-5 


mann 可 积 约 ， 对 给 定 的 0, 必须 估计 划分 的 两 眼 小 于 gd 时 的 任意 
两 个 近似 和 之 闻 的 最 大 距离 。 为 此 、 先 要 讨论 从 一 个 给 定 的 划分 
到 一 个 更 精细 的 划分 时 发 生 的 情况 ， 

Wt P = (wo py EAR QE Yos cs, vo EKE La, b] 的 划分 。 
WMR (T, es wo 是 (Qs. c VOTE. WI i P jm. xx 
Bl, Q ÆA TKE xm PEMA pon TARN., 3YQ 
Je P mA, M SIP BERTZ Q IRAE P i5 
FB BS A T H8 R. 

9|: HFEA, bJa ER” 中 的 函数 。 P= (2s onm) RI 
Qs c Wo) 都 是 [4，5] 的 划分 ， 而 六 是 三 的 如 绷 。 若 了 是 和 任 
HEAS € [ze vu], k=l, s. 0, 则 存在 (a, b] 中 的 点 二 > 
y ps 使 得 

(i) wa-lPi«wxw,^4|Pbh j=1, -, P; 

GD Ba OF) =È yd Fu). 

AH 设 j 了 是 一 个 足 标 ， 1«j«p. 我 们 将 要 定义 与 了 相对 
AEA U, RAE PWA, 故 在 开 区 间 (Y v) 中 没有 点 
zi 因此 闭 区 闻 [yy-1， 9 一 定 完 整地 含 在 某 一 区 间 [z, 1. zx] 中 ， 
事实 上 ， 册 于 不 同 区 间 [xs -yo 之 间 内 部 并 不 重 琶 ， 因 而 仅仅 只 
有 一 个 足 标 %, Sian, 使 得 [yy -ou vC [m as m1, 这 个 指标 用 
多 及 来 记 并 定义 好 = tune 

现在 考察 


È sor) 3 D (owe Plu) 


n 
kal (=k 


= 之 pog (y; - 9-0 F (5). 


对 某 一 如 i (D) = 志 的 那些 足 标 了 有 [yy -ty vc [nos m, H 
C QA P amd, 这些 区 间 组 成 [zy-1, ze 的 一 个 划分 , 也 就 有 
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D YY) = le 
3k 


这 就 证 明了 引 理 。. 

定理 3 设 f 是 从 闭 区 间 [e, b18) ER” 中 的 连续 函数 , 则 五 是 
Tüemann WR ÁI. 

WEBB ”证 明 的 思想 是 利用 了 的 一 致 连续 性 去 估计 集 三) 的 
直径 , 020, 了 和 了 是 网 眼 不 超过 4 的 区 个 划分 , 设 了 = 
(isos ndo TO= (tiant EORAIP RP” 的 子 区 间 中 选 出 的 
点 ， 要 合计 从 SC 1 P, T8 SCF, P', TRER, AE, RIIE 
要 拒 它 们 政 写 为 同一 划分 上 的 和 。 抬 点 列 to pop ab, s w, 
当 的 不 " f8] 的 点 重新 排列 成 增加 次 序 ， 记 得 到 的 划分 记 为 外 = 
fos cr» Yod, DIQ JÈ PRI tz P nf. RESM, 存在 
[a, bip ik Uy nn Up Eu, n, up, WER 

SF, P, T) - SCF, Q, D), 

SCF, P', T^) - SCF, Q, U’), 
我 们 并 不 能 断定 wy Fy 位 于 区 间 Diei vi). 但 根据 引 更 可 
Aw, 和 人 位 于 区 疝 [yp 70, y+ TE 

S(t", P, T) -SCP, P', T^) 
-Xs- 9;- EF (uj) - F(u)], 

并 且 lu -uw x20, j=l, =, p. F 

M= max| P(w) -F(up|, 
(4.17) |SQ^, P, T) -SQP, P', T')| <M È (yy - yia) 

- M(b-a). 

现在 要 证 明 当 | 如 和 j “1 是 小 的 数 时 ， 亚 也 是 小 的 数 。 由 于 六 是 
顺 区 间 上 的 连续 函数 ,因而 是 一 致 连续 的 (第 3 章 定 理 12)， 由 一 
IEEE. £6 0 EN, EA us, wj 相距 小 于 20, 故 每 一 个 数 
ELTE 


(Elu) F(uj)| 是 小 的 。 WUR, WMR o E r jE SR ( 见 
(3.17 
» oF, n)= sup |F(e)- F(t)!, 
Iz—ti«n 
i m qt 
USQ P, T) - SCF, P’, T')| «x(b-a)o(F, 20), 
于 是 ， 
diam L F< AR, 20). 
由 于 是 一 致 连续 鸣 ,入 
Jim @(F, 9) =0, 
59-0 


从 而 F Riemann uf $8, 

系 若 下 是 区 问 (a, 5] EEAO P= (aps 03 v.) 是 : 
EZ 2 的 划分 ,了 = (ti, t3 En) AE XS) E [74.15 Buls o EF 
的 连续 模 , 则 

I orco dæ- 3 Gu roO | «0 - o0 API. 
证 明 0 0-]PI. 为 了 证 明定 理 要 验证 : 
diam X4(F) «(b -a)o(F, 28). 

KEHF EPHE EF) Aat, AWAM SE, P, T) 
TUWBIBRUR A EE -a)e(F, 20), 


3. 

1. FÆRRI Z Liy Riemann PEU ER, c 是 任 一 实数 ， 证 明 GF 

是 Riemann UIRE, 3511. 
7 cF = ef, F, 

(Ex )jP-s (GP, P, TIRK ARN Ear i.) 

2. 在 上 题 中 , AFEERI e EAR, 结论 仍 成 立 吗 ? (当然 ， 应 
把 复 信 逐 数 在 作弄 R? Dusty.) 

3. 设 f 和 如 是 从 闲 区 间 了 到 R” iige, F AGRE Riemann 可 
WME H F +G 4p Riemann 可 积 , 六 县. 
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Í, (FG) =f F -f G. 
4. 洲 了 和 9 是 闭 区 间 了 上 的 实 什 民 iemana URAR, >g 则 
b rg. 
5. if Æa, b] ETE XE S, 并 且 


f? Fear=0 
8j f -0, 


6. 利用 习题 S 的 结果 证 明 : 若 了 是 [ao, 58] 上 的 实 连续 函数 , 并 且 
ffe dz-0 
则 存在 点 ce, <c<b, f f(e) = 0, | 
T. 利用 习题 6 的 结果 证 明 积 分 学 的 第 一 中 什 定 理 :着 了 是 区 间 Los 03 
上 的 实 连续 函数 , 则 存在 一 点 ce, Keb, 使 得 
fire2z- 6-210. 
8. 举例 说 明 习 题 了 的 中 信 定 理 对 某 些 复 连续 函数 不 成 立 ， 


9. 35 f&a, b] E SE SE UR, 使 得 
G) d£Ixh 


(i) f fedzsb-a, 
证 明 f - 1. 
10. 对 复 连 续 函 数 子 证 明 习 题 9。 
lH. 车 了 是 闭 区 闻 I EASE Dg, 使 得 
Lys 
证 明了 是 实 秆 的 ,并 且 f 0, 


12. 对 连续 函数 的 积分 证 六 Cauchr-Schwartz KER: YJ, gA 
[a, bj 上 的 实 连 续 函 数 , Ut 


(Jte, r] o 


4.3 积分 的 基本 性 质 


我 们 要 总 结 积分 的 性 质 ,它们 会 被 反复 使 用 。 
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定理 4 VPE EB I-[e, b] E" 中 的 医 数 , HF 
是 Riemann 可 积 的 。 
O (EW) FEEMERK, M m-13fH FO, 则 
[zz 
(1) (RE) 若 @ 是 另 一 个 从 Ia R” 中 的 Riemann 可 积 
函数 :< 十 任 一 实数 ， 5j (cF * G) Riemanz RJ T, 并 且 
Í, (GF «G)- e| F+ fG, 
Gii) (AFE) iE PFOERNG.3RH 
|j rende |< (b-a) sup EW. 
Gv) PX FÉ Riemann ARR, HE 
I rel. 
证 明 《〈 记 和 (ii) 在 44.2 节 习 题 中 已 有 了 。 
Gi) 设 已 = (ze es xz) 是 Fe BE~ ir T= (hs 7n 
t E IEXE UU REC [zs zj] 并且 


SC, P, T) 22 (z, — oat) (13) 
满足 
(4.18) — |S(F, P, T) <È (e, — ri) IF le 


f 
Mz sup | F(z)], 


从 (4.18) 可 得 出 f 
IS(F, P, T) |a 3 (ts - m, i) 
= M(b-a), 
因为 对 于 每 一 个 和 SCF, P, T), TAR AMA 
= 157 。 


il Fot | <mo- aj: 
[*] 
fti Zi 4A AU M « co, BRENA FEAR UN? Bn FRA 
HU E P = (oa yo 是 [cy 站 的 任意 划分 ; 唱 至 省 有 一 个 足 
ER b, E FERA [es ws] 上 不 是 有 界 的 ， 把 这样 的 * 取 定 ， 在 
[trte 2zz] 中 挑选 点 列 fep, RS 
(4.195 lim | 7(e;)| = co, 
E 
uU T,ERGh PyIGEGQMUTIEKDUW A. fox, tAk, Mi= 
JRBU. & 了 = Gru wet Cys Bests cn, dp)。 刚 
Sit, P, Ty)= 2 Gn 724) E Gn) (2, 7 $a) F (op), 

VEC REGIE] 

lim !'S(F, P, T5,)| » e, 

j 


HEA P, MEDIES] (T), Xg—4 020, 集 
X4OROGDAS,. TEF RTE Riemann 可 积 了 。 
Qv) 不 等 式 
3 i-r o FO) | < 总 人 -DB 

换 一 个 写法 就 是 ;对 -… 切 划分 了 了 和 和 选 出 的 点 人 有 

BE, P, T) |&S(1 2!, P, T), 
Riit F iA Riemann WS, ER 
(4.20) |j zien[pt. 
wP, MUVE, AIIE |Æ Riemann 可 积 的 ， 因 此 不 等 
式 (4.200) 成 立 。 在 本 书 中 ,i[ 求 积 的 函数 多 数 是 分 段 过 续 的 (将 在 
EEO. DA, PIARA PESEE. ME, ÆW 
次 阅读 时 ,可 省 去 证 明 以 下 事实 由 万 的 可 程 兴 可 以 推出 ; 古 | 的 可 
Su. KIRKA TF ARAA E Rienann 可 积 性 中 讨论 。 
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定理 5 设 五 是 区 间 [e b] H R" PARO exo, AF 
EKE, JMKE [e, 5] 上 Riemann nj 8t, B Pg [a, 5] 上 
Hiemann T(TH,3f BH. 
I: F (23de - ( FG)de + | FG) ds. 


证 明 这 一 想法 是 很 简单 的 ， 但 写 起 来 稍 许 繁琐 点 。 设 卫 = 
(2, ^ ,2,) E [a, b 89 [E— XI Ay, 5 FUfg — T E p, (E nui 0, 
FE, Q= (to, ^t, Vy 1s 0) AI m Q6, mu, o, am) 分 别 是 [cs c] RI 
[c, 8] 的 划分 。 设 P= (a. s. 1) 是 尾 选 的 发 ,县 € Dro m], 
WU = Ghi, s iuo, O IV = (6, 5, ees 552 JEQUBUR ETE 
ARIA. SUE 


S(F, Q, U)- 号 (a, m OF) + (0 m a) FQ), 


S^, R, V) = $ Goma) FQ) + (,- FC), 
S(F, P, T) - (xu -m OF) (em, DE lte 
EI 


内 此 ， 
(4.21) S(F, P,T)2S(F,Q, UU) 2 S(F, R, V) 
(m ~ wp) LF GD -FEO 


想法 是 ， 当 1 了 P| 是 小 的 ， 右 边 第 一 项 入 接近， 右边 第 二 项 和 


上古 接近 ,而 第 三 项 是 小 的 。 确 切 地 说 , 令 e>0, 由 于 万 在 [a, c] 
可 积 ,存在 6>0, 使 得 对 [4, o] 的 一 切 划分 Q, 281016 (以 及 对 
一 切 任 选 的 0), 有 
(4.9) If F(z)dz - SCF, Q, U) 
at UB, fedk 0» 0, 使 对 一 切 [e, 5109585 R, 5 TET 
VY), 有 
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(4.23) [| reas - scr, hà, V) |« m 
(4.24) ^ [Ces gr)D LF) - FCo211 x2] QI M, 
式 中 

M- sup |FQ)]. 
i Piela, 外 的 任 一 划分 , 使 得 

TI^ € 

|.P] min (o, i sen ^ 

WT GYEHARUXI MEER GG — 1, 2, 5, 0), 利用 点 < 构造 Q, R, U 
HV. Bb, (4.24) 右边 的 项 小 于 e/3, 根据 式 (4.21), (4.22) 
和 和 i(4.23) 就 有 


| | Fejde + f F(z)dr —8(F, P, 7)| «e, 
因此 六 在 [&, 5] 上 Riemann 可 积 , 它 的 积分 是 两 个 子 区 间 上 积分 
之 和 。 
当 8<e HEFE, 4] 上 可 积 时 ,定义 
f F (ejda = -| F(a)dz, 
这 一 定义 是 很 苯 用 的 。 不 论 &， b, c 的 次 序 如 何 ， 总 成 立 加 法 公 


式 
a 

当然 ,这 里 要 求 函 数 在 三 个 区 阅 中 的 最 大 的 区 间 上 可 积 . 

定义 ” 设 厂 是 闭 区 间 [4, 52) R” 中 的 函数 ,如 果 存 在 [ga, 5] 
的 划分 卫 = (Eos s Ends 使 也 在 每 一 个 开 区 间 Guam) 上 ， 
421,2, n 都 --… 臻 连续, 我们 就 说 户 是 分 段 连续 的 . 

定理 6 xa b] EAA BE rh EC Riemann TAL 

证 明 设 f 分 段 连续 ,了 = (to e, zn) 是 [a, 5] 的 划分 , 使 得 
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PERBATANG e) E— OE Bk. 由 定理 5, RENFE 
jT EH Eteo zs 上 Riemann 可 积 就 可 以 了 。 图 定 足 标 必 
HTE EG a, ee 上 一致 连续 ,就 可 以 把 五 扩张 成 图 区 闻 [ox-iy 
z,] LEJERA, TEH [Eist] E89XESE PAG, 当 mn «S 
Ta Bi G (£) = F(x), G 是 Riemann 可 积 的 ， 由 于 F(z) 和 G(z) 
最 多 只 在 [Suis zx] HMA, c F E Riemaun 可 积 的 
(K538i 2). 

定理 7 了 ( 微 积分 的 基本 定理 ) i Fjk[ab]3) R” 中 的 Rie 
mann HARRA, ARG FAEK: 

G(æ)= [réode, asm «b, 


WG Ela, 5 上 的 连续 函数 。 设 = 是 [a, b] 的 一 点 ， 下 在 此 点 连 
续 , 则 G 在 z Ra, E O (x) = 五 (z)。 
证 明 ”我 们 有 
G(1) - G (a) =f F (uzdu - [F (uydu 


z [E du, 


TR 

IG(t -G< li-e] sup Fl 
由 于 五 是 有 界 的 ， 这 就 (直接 地 ) 证 明了 他 是 一 致 连续 的 。 设 > 是 
五 的 连续 点 ,有 

Gt) -G( 1 fen 

G-a) . iz | F(u)du, 


tx 


因此 


n e - F(s) = ik | ' F(u)du — F (a) 


= L É [F (u) — F (z) ]du, 
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并 且 
(4.25) [90-30 — F (a) | 


«uei df creo meme]. 


最 后 的 积分 有 多 大 ? 它 不 大 于 仁 -2|odzilz 一 引 ) 
式 中 | 

ale, 0) - sup(|F(u) -F (æ) l; Iu-rled}, 
从 (4.25) 有 


(4.26) GO GG). — p(g) | «o lz - t]. 
出 于 下 在 点 % 连续 ， 


lim o (z, à) =0, 
NE 


从 (4.26) 得 出 
lim EH -8) pay. 


ix i-m 
Hie G Ee TOS. EL G^ (2) - F(a). 
X RIERREN- KE, CAESURA, 了 是 从 了 
到 R” 中 的 任 一 连续 函数 ， 则 存在 从 工 到 五 ”中国 数 8， 使 得 (G 
Je uf ju 09, HH) 
TF =F, 
证 明 ”了 工 有 非 空 内 部 的 假设 是 为 了 排除 发 生 退 化 区 间 ， 郧 退 
化 为 一 点 的 情形 。 工 可 以 是 任何 类 型 的 区 癌 ; 开 的 , 闭 的 , 半 半 的， 
有 界 的 或 无 界 的 。 在 证 明 中 , 取 &“ 是 工 内 部 的 一 点 ,并 定义 
G(x) = | Faoaw sel 
就 可 以 了 。 
GRO EFENA le, b] 到 R 中 的 分 匡 连 续 函 数 ,G 是 
从 [a 51 到 Rm 中 的 任 一 连续 函数 ， 并 且 除 了 有 限 个 z 点 外 ， 有 
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G^ (z) - F(z), Wl 
f F(z)de- G(b) -G(a), 
it"H ux 
H (2) = G(a) - G(o) + Fou, 


则 五 在 [a, BIERS, 除了 有 限 个 点 外 ， 它 的 导数 存在 且 为 0, W 
Jk H-0, MAO) = 0, RERE, 

最 后 的 系 也 是 微 积分 的 基本 定理 ， 它 是 综合 定理 7 和 下 列 于 
实 得 出 的 ; 在 开 区 间 上 的 可 微 省 数 若 针 效 为 0, 则 必 为 常数 。 它 总 
一 个 有 力 的 工具 ， 对 连续 函数 瑟 ， 如 能 知道 =F, 则 下 在 它 定 
义 域内 的 仁 一 六 区 画 上 的 积分 着 订 用 G 在 两 端点 的 值 相 减 而 全 
到 ， 当 然 ， 读 者 对 这 此 是 很 熟悉 的 。 这 申 我 们 芭 重 指出 联系 区 分 
和 积分 的 这 一 结 避 的 妙 处 有力 景 。 一 旦 我 们 处 道 ob sinz, 
cos zy e*, tanle 的 导数 ,我 们 就 可 以 把 计算 


五 è rec J è b i 
| ran， [oo0s de, [ sinade, | ede, | da, 
8 g ca a 


Jt dz 
fui TE I SP dae BR e MR. RARA, M CELO 
下 述 公 式 是 信 得 的 ， 

m cor Me B ecl mec pe dus 

8ing- | oos idi, e° =e =| edt, Ln de, 

并 请 回忆 它们 关于 可 积 的 解释 ， 

第 一 个 系 毫 元 注 辣 基数 学 中 最 站 本 的 由 理 之 一 ， 若 志 是 区 问 
上 的 连 综 函数 ,微分 方程 9 和 7) FE) 有 一 个 禹 他 如果 我 们 确 
定 信 在 菜 一 成 的 值 , 则 人 避 是 唯一 的 。 积分 过 程 描述 了 应 娟 何 求 
n G TERRE PLTMRL, 

定理 3 (GZEDGEGMXEREO 设 g 是 从 区 河 [6, 4] 到 区 间 la b] 
中 的 C ZO LR EG JEH a= gCo), b= g(00. F dE Ala, 51$) E 


EOL IWOKO 


证 明 设 G(z) = | (waw, 则 G 是 可 微 的 ,并 且 ^ - FF 
是 复合 HD = G(g(t)) 是 区 间 [c, d) 上 的 C! 类 函数 而且, 链 规 
则 指出 
H'(1) = g' (8 (90) =9 CF ((). 
于 是 
fec Fo» a- f Hdt= HG) -HG) 


- G(b) - G(a) = | Fade, 


5J m 
1. i&F &ta, b] EPA BOE SE S, 并且 
f IF @)1dz=0, 
XT 下， 你 能 说 什么 ? 
2. iG Ela, 的 上 的 Riemaap Ag, P JRunEx, ER T ER DAS 
外 ,C(z) =F (x), MF Æ Riemann 可 积 的 , 3 H. 
[ F(z)dzr = G (z)dz, 
3. urBj 
f e'"*drzÜ0, n=l, 42, +， 
4. 证 明 对 任何 固定 的 a, b 
lim f eedt =0, 
5. 设 了 是 实 直 线 上 的 函数 : | 
09, ZXrEXAXSNGAO 
f (x) = 


1 


përg ( 既 约 分 数 )， 
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GELÁAGUnshE 是 有 理 数 并 且 不 为 0, r= p/q 式 中 2p ERR a 是 正 
整数 ,并 且 p 和 9 没有 异 于 土 的 公 因 子 , 则 定义 f(x) = 1/g。) 证 明 在 每 一 
区 间 [o, b] E,f Riemann 可 积 , 其 积分 值 为 0, 
6, 设 1 是 Cantor $K RRE A 
rc K, 


1, 
f Zh z&K, 
(Cantor 集 见 第 3 章 例 24, ) 证 明了 在 60，13 上 Riemann 可 积 ,并 且 
fi fede - 6. 
7?， 设 严 是 开 区 间 (e, 世 上 的 有 界 连 续 焉 数 ， 证 明 瓦 在 [e, b) E Riemann 
可 积 ( 根 据 习 题 2, F(a) sa F (b) 如何 定义 是 无 所 谓 的 ，) 


Fo， 的 到 及 ”中 的 函数 , 使 得 

G) 所 是 有 界 的 ; 

(i) 除了 (可 能 ) 在 点 mí ma eh, P(x)-0. 证 明 玉 是 Riemann 可 
积 的 , 并 且 


| F(z)dz «0, 
9. i4 DAS Rx king, 并 定义 
F()-e^, :cR, 
RIF ACE ECEGE SCORES CT, GEF, XRgrupmG SR 
GU) - 4er 
KAREAR, EUL X TRUE, 
10. ik f Xo, 的 上 的 实 值 Riemann 可 积 函 数 ， 而 了 是 从 Ee, bs] R7 
中 的 Riemann 可 积 函 数 , 则 fF 是 Riemann 可 积 的 。 


4.4 可 积 性 和 实 值 函数 


在 这 简短 的 一 节 中 ,我 们 将 按 Riemann 本 人 的 方式 , 讨论 直 

线 上 的 实 值 函 数 的 Riemann 可 积 性 准则 。 要 检验 实 函 数 的 可 积 
性 ， 最 根本 的 一 点 就 是 按照 实数 的 顺序 ， 来 比较 在 同一 个 划分 之 
FARRAR A TBIRISA SC, P,T) 33: E, RHP URR 
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玻 少 到 0, 对 每 一 个 有 办 函数 ,都 有 一 售 上 积分 和 下 积分 ， 把 它们 
作 比 较 , 函数 是 Riemann 可 积 的 当 且 仅 当 上 积分 和 下 积分 相等 。 

| 定义 ” 设 了 是 区 间 [6.5] BRUNIEGUAGSUM, P= …， 

za) 是 [6,8] 的 划分 由 半生 所 决定 的 Riemann 上 和 及 Rie- 

mann 下 和 分 别 是 ， | 


S(f, P) = $ Myllun — 24-1). 


SCF, P) = Em (n - 2), 
式 中 


AM,- sop f (e), m,- inf f(x), Tr= [wa-ly Tr]. 
TELE 出所 了 上 


注意 , 由 二 假定 是 有 界 的 , 因 贞 定义 中 出 现 的 上 确 界 和 下 确 
界 是 有 限 的 。 引 进 Riemann Efl, Riemenn Ff 1106 RE f: 
IET = (ti, ts b 48 5 BHE— IER, tC Deus. ml 

S(f, PASS (F, P, DSS, P, 
并 且 出 不 同 的 卫 所 得 的 近似 和 的 数值 将 落 在 户 (F PRS, PO 
之 间 , 于 是 对 小 网 眼 的 各 种 各 样 虽 分 已 的 号 (太刀 - SCf, P) 的 
大 小 功 成 为 了 可 积 性 的 某 种 度量 指标 。 下 面 的 定理 证 明了 y 的 
Riemann 京 和 慎 确 实 可 用 这 部 方式 来 度 最 。 我 们 十 分 希望 读者 
AJS WGEA, WAHE, DHS, PRERA 
P 下 f 图 象 的 面积 的 两 种 信 计 信 ， 在 阅读 本 节 时 ， 请 记 住 这 个 事 


8m 


Sim PAR QJIEG, b] xA. Q X Pm 9 
Bf, OQS, P, 
S(f, Q)>8(f, P). 
证 明 ”这 一 证 骨 留 作 习 题 ， 但 作 些 说 明 。 由 @@ 所 定义 的 子 区 
末了 工 必 定 正 好 含 在 由 王 所 定义 的 子 区 闻 了 中, 并 省 
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sup f sup f, 
I J 
inf fzinf f, 


引 理 APAP 是 [a, 8] 的 任何 划分 , 唱 
SCf, P)«S(f, P^), 
证 明 ”把 划分 了 和 P 合并 就 得 到 另 一 个 划分 Q@， 显 然 @ 是 
了 的 加 细 , 也 是 P 的 加 细 。 把 上 面 的 引 理 用 于 (P，@) 知 (P',Q@)， 
就 有 
= Kf, P)«S(f, Q)<S(f, Q)«SCf, P^). 
Xx Wf REB 9] 上 的 有 界 实 值 通 数 ,f 的 (Riemann) 
上 积分 和 下 积分 分 别 是 : 
U(f) - int SC(F, P), 


L(f)-supS(f, P), 


vh P To, 四 的 任 一 划分 。 
“根据 后 一 引 理 , 对 每 一 个 有 界 函 数 JP 
FCfP)<T(f)。 
i$ f ji Riemann 可 积 的 ,显然 有 


| fae=Z0D=DI(D. 


定理 9 设 了 是 闭 区 间 [e， PL ENURN TESI SUNG UTEE | 
等 价 的 : 
(i) fÆ Riemann 可 积 的 
(i) U(f)-L((). 
(ii) XME- e>0, 存在 [ce, 5] 的 划分 P, 使 
S(P) -S(P)«e, 
v) Jim [8CP) -8(P)] «0. 


XE 8H pue if.ERiemann IRA, 4 e»0, 存在 
| . 167 o% 


00, SS ET) = C^, P, Th [PISO 有 小 于 e KAR. 所 
EU UCA) - L(f)« e, 

GD- iD. BUInU(f)-L(f). Q e»0, 存在 划分 P, P', 

使 得 

8(P) «U(f) +59 

SP) >L) -5 
BT UG)-L() MASP) -SP)<e, WPAP 合并 得 
到 Q@, EPA P AREMA. dep SQQ «SQO) MSO 
S(P'), RA 80) - 8(Q) «e. 

(iii)-» Gv), ut Gi) 成 立 , 令 620, 选择 区 间 fc, 510930 
4k R= (Yos s 10, 使 得 3(Q@) -8(Q) «5. 我 们 要 利用 固定 
的 划分 @ 去 求 出 6>0,. 使 得 对 于 一 切 网 眼 不 超过 6 的 划分 了， 成 
立 S(P) 一 S(T)<e。 这 -想法 是 ， 给 定 任 一 划分 P= (wo，…， 
za)， 定 义 P* 是 已 和 @@ 的 共同 如 细 。 我 们 来 比较 有 (fj， 己 ) 与 
S(f, P"), | 

SH. P) = Me me), 
车 对 足 标 ,有 某 一 个 y Eleri m] 内 部 ， 除 了 这 些 的 值 外 ， 
在 上 述 和 中 的 每 一 项 都 出 现存 SC(f, P 的 项 中 。 这 样 的 天 最 多 
只 有 (m 一 了 个 ;因此 ， 对 应 于 这 些 和 的 项 Mu ny wr) ZAR GE 
超过 
(m-1)M|PI, 
式 中 履 = sup f。 于 是 
S(f, P)«B(f, P*) + (m- DYIPY. 
TR 3E 2S Ln 2 rH 
. 168 。 


S(f, P) 2 S(f, P*)- m- DM{PL 

现在 , 取 6 = e/A(m-1)M, HERRERAN 

SCS, P) - (f, P «S(f, P) - S(f, P) t5, 
由 于 Pt EQ ind, Prov 

8f, P*) -S(', Po«SG, Q-80, Q) «5. 
于 是 ,对 一 切 划分 P, REPIS, 就 有 

S(f, P) - S(f, P)«e, 
Gv) 0) 我 们 要 从 (iv) 推 出 : MO 趋 于 0 时 ， 集 Za(7) = 


S G,P, Ts, IPISO HABET 0. 我们 需要 证 明 


2 diam £s (f) < sup [8(/, P) - SC, P)] «dium E(f), 


TB Ast, RO ag, Pd 3S 
diam Z,(f) = sup] SCf, P, T) - S(f, Q, U)], 
而 式 中 上 确 界 的 取 法 , 是 对 应 于 网 眼 不 超过 6 的 一 扎 划 分 了 和 人 @， 
以 及 由 卫 和 @ 所 定义 的 子 区 问 中 的 一 切 对 应 的 点 各. 
下 而 验证 左边 的 不 等 式 。 设 己 和 @ 是 [a, 芭 的 任 一 划分 。 根 
iB d — 3128, (f, Q) —SCf, P)0, 因而 有 
SC, P) - SC, Q «SCf, P) -SC Q) 
+LS(f, Q) - S(f, P)] 
-8(f, P) - S(f, P)+S(f, Q - S(f, Q) 
-[SCf, P) - Cf, PX) & (805, Q -8S(f, Q)] 
«2 sup [S(f, P) - S(f, P)1, 
X 区 间 [4, 妇 工 的 音调 增 (或 减少 ) 函数 了 是 Riemann 可 
积 的 。 | 
证 明 E P= (2 wi y wa) 2, 5] 的 任 一 划分 .因为 了 是 
WARR PERI Zum [zs-1, zs]， 有 
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sup f = f (2x), 
inf f = f (2,4). 


相应 地 ， 
S(f, P)- > zi) (ay — 23421), 
SCf, P) sÈ JG. 12 Er 7 my 1), 
所 以 


8U, P) -8(f, P) =Ë fé) -Fe Do - m. 


II > f (Cex) ~ f (0.1)] 


= PT -f(a). 
从 而 有 
lim [S(f, P) - S(f, P)] = 0, 
R f 是 区 间 了 = [a, b] ER Riemann nl BURG, 则 
|.£ | 是 Riemann 可 积 的 , H. 
上 < Ji. 
证 明 EEH] Riomann 可 积 的 ,那么 上 述 积 分 不 等 
式 就 显然 成 立 了 ， 因此 ,只 要 证 明 对 每 一 个 划分 了 ,有 
SCF |, P)-SCF!, PES(F, P) - S(f, P), 
这 是 容易 证 明 的 ， 因 为 对 于 由 卫 记 定义 的 每 一 个 了 区 闪 = 
[£r] 19 Tals 有 | 
sup] f] «i mtf sup E£01-1f(13 
«sup | fG) - f (s) | 
- sup [f{t) -F (8)] 
= So0b j- inf 大 
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上 述 第 二 ,第 三 步 是 关键 的 步 缀 , 其 中 我 们 利用 了 了 是 实 值 函 
数 的 条 件 , 还 利用 了 1£00 — £00] 是 了 GQ) 一 了 (5) 或 者 是 (3) 一 
f(t), 

X EF JEMgxR IG[e,5? mp R” H9 Riemann nj fig 25, 
m) F] Æ Riemann nf $489,305 H 

IET 

EP ”我 们 要 次 一 次 证 明 IF | 是 Riemann sm. 设 P= 

(Tos s aLe, 65] 的 任 一 划分 , 则 


ee P) eS nn n; 
式 中 
fla sup [ FO) -IFG), Iy[m-nm]l. 
E y On y Yal 2m Gu, cn, SO d& RP ERNA, HUI 
z -'y! <$ [ss — Ysl, 
于 是 ,车 下 = (os fa RA 
Iro -IPOE 00 - f) 


词 此 ， 
"em sup 之 $1 {fst) - MIO 
<% Sup £O - fs C8) | 
=È sup [A -738)]. 
于 是 ， | 


SCF], P) - SQ(rl, P)« SQ P)- SCf,, P)]. 


HF E Riemann 可 积 和 的 ,因而 每 一 个 f, tH, Riemann 可 积 。 于 
是 ,从 上 述 不 等 式 和 定理 9 就 得 出 I} 于; 是 Riemann 可 积 的 。 
= 171» 


3 Ww 

1. 把 本 节 第 一 个 引 理 的 证 明 衬 全 ， 

2. mif R[o, 可 于 的 实 值 Riemann WD BUS, 证 明 f? 是 Riemann 可 
Pu, e. 

3. 用 习题 2 结论 证 明 : PAN Riemann (HEURTBURUE Riemann 
可 积 的 。 

4. diFFGRJALa, bj) R^ ret) Riemann 可 积 函 数 , MERE, G> 
Aii Riemann 可 积 的 ， : 

5. XH MN XOESESIBA 3 norit. 

6. ifla, EESHA, ATE [a, 63 f — EAS Ps 使 了 在 
XU BEST EdSdbm, mp f 是 分 段 单 调 函 数 。 证 明 每 一 
个 分 段 单调 浮 数 是 Riemann SER. C 

T. 设 卫 是 [a, LERIA Ag, 

a) =| fd 

Æla, 6). E) ER. 

8. Wf RIE Riemann RAR, WM vT RE Riemann 可 积 的 。 


4.5 R 中 的 微分 和 积分 


我 们 不 打算 在 这 里 对 " 维 空间 的 导数 和 积分 作 全 面 的 讨论 ， 
只 准备 讨论 几 件 常常 用 到 的 事实 ， 并 把 它们 很 自然 地 用 到 一 维 情 
况 ,前 画 我 们 故意 推迟 了 对 它们 的 讨论 

MRR E 的 微分 则 发 ， 很 自然 地 要 考虑 Ripe 
线 的 微分 。 这 样 的 导数 度量 了 不 同方 向 的 变化 率 。 如 果 我 们 作出 
从 原点 出 发 的 不 同方 向 ， 每 一 个 方向 都 被 表示 成 从 原点 出 发 的 射 
线 ， 可 以 方便 的 用 单位 球 上 的 点 来 计算 射线 的 数 征 ， 每 一 条 从 标 
点 出 发 的 射线 恰好 对 应 一 个 向 量 v jwi d 

BEEM Bh (的 子 集 ) 到 Rn 中 的 画 数 , 2 古 刀 定义 成 内 部 的 
Re Elo =1, 我 们 要 问 极限 
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lim FACE w F(x) 
i20 


是 否 存在 。 如 果 极 限 存 在 ， m xi { 单 

位 ) 向量 v 的 导数 ,并 用 (D,F) (Cz) 来 记 。 请 注意 ,zx 是 了 定义 域 内 

部 的 点 ,这样 ,对 一 切 充 分 小 的 tER, KA awto 也 在 定义 域内 。 
可 以 对 E^ 中 -一 切 向 量 v 讨论 

(4.27) (D,F) (x) = lim ET LF (o tv) - F(z)]. 


RADERAD (4) 存 在， 则 对 每 一 个 cE R, (DeF) (e) 也 存 
在 ,并 县 

© (DaF) (æ) 2e(D,F) (a), 
若 4 关 0, 4 方向 的 单位 回 量 是 ;212 于是, FE v ARJ o 
的 导数 (如 果 它 存在 ) 是 


dc 0400. 


8 在 标准 基 疝 量 方向 的 导数 “如 果 它 们 存在 ) MRF UMS 
数 ,用 D,F KEF DaF 太 繁 而 改 用 DF), TUE 
(D,F)(x)- lim i7 IUE (a, nn, mf, n, m) 
0 -F(n, n, Das 7, 8)]. 
jt RIEA MUS du 
oF 
Âr; 
2E 类 的 函数 (或 映射 ) 是 这 性 的 函数 ， 
(1) 五 的 定义 域 是 本 "DT fs 
(i) 48 SEDE, --, DF 存在 而 且 是 连续 函数 ， 
对 k2, d DUE, e, DaF f O1 2S IE E C* 类 
少数 .如 果 对 每 ~… 个 ,=1, 2, 8, —, FERRAR WR E 
是 C 类 函数 。 
定理 10 Fg RUBRJDEU EKOI, WocU, 
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-— = DF, 


v€ I", W SE ELCD,EF) (z) dE 15, 并且 
(4.28) (D,F) (s) = v, (DF) (£) + o, Dab) (2). 

ni RECTORE SURE DAC El F= (f1, …, Sa. E 
然 

DF = (D,fi, Difn), 

因此 ,内 需要 对 实 值 函数 证 明 本 定理 ， 

为 此 , 设 

TR 
LU Es C1 类 函数 . 令 zceDU,ue 瑟 ,存在 6>0, 4 (x to) € 
U, [ti <0, SEX EU] «0 89 6, HERA 
fært) fie) | 


= ÉRE Diy nt feu) - fF (n, m) 
i * 
4r Exe 2 TS rp IE, yR 20XR VE n 9 8 为 例 写 全 这 个 式 了 了 为: 


f (mie) - fle) 
; M 


m EZ t io, d vs, Scr (m)? = F. (85, Tp Tiv, a+ tva) 
, ! ar Eins a 


(4.99) + f is fit oo, ma Ios — f Urs wes ms > tva) 
i 
+ Zis Trs tst tta) - f (2i, T2 ey 
1 -+ 

BE $, 4 Q, = 化 十 世人 ik JF ER B(s; Gj m1) 中 的 点 时 ， P; zz 
(Eis $3 iv, ws + iv WEF E: B(T, 6 v|) 中 的 点 。 i3 M P, y 
Q: RBE XH P Fd pui e YE, d oer aod 

g(c) = f (P, + sei) 

EPELE. BF Df 在 了 上 存在 ，9 是 从 0 到 to 区间 上 的 可 
徽 肖 数 。 中 值 定理 指出 ， 
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Zn 


式 中 8 在 0 和 如: 之 间 。 于 是 
TONIE saD a 
, CDU 


Iz, JE PLU Q 之 闻 的 某 一 点 。 对 《4.29) 中 第 二 项 和 第 三 项 ， 
同 理 可 得 相应 的 算式 .于 是 有 


(4.30) SEESE) s (Df) ) e Oif) (ys) 


+o CDS fF) (5), 
EH mu, Vu. ERR BCz; [t] looi. 
SpLESTO 时 ,点 n. Yo a KAT cr. UTER DS Rot 
的 , M. (4.30) f Hs 
(D, f) (2) = v1 CDi f) (a) + va Daf ) (6) * vj (D: f) (2), 
fc desc, f£ UTERIEdE GE SES) pg t [con c 
grad f = (Dif, -, Df). 


此 时 , (4.28) 成 为 
D,f = (v, grad f} 
"E af 
us ci 
换言之 ,7 Ee WN H o SEE o Tf deo 的 梯度 的 内 积 . 
梯度 这 一 记号 略 嫌 麻 烦 , 为 方便 起 见 采 用 下 述 记号 ; 
f' - grad f, 


于 是 (4.28) 成 为 
(D, f) (z) =<, jc)>， 
在 使 用 这 一 记号 时 ，, 记 住 了 7 RREA. 
EA, REAREA AS 中 的 高 阶 导 数 。 设 了 是 C2 类 函数 ， 
则 Dif, 0 Daf AE C! Z8, — D S CARS 
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Ór Oz, d 
dr è= j UMRJÉ TEES EL 
drm 
DA - ar 
车 了 是 0 类 函数 , 则 DD,f -D,Df,B 
(4.31) 人 


Drar ^ rm" 
这 是 一 个 基本 的 事实 。 它 的 证 明 要 推 后 几 页 ， 因 为 在 对 积分 作 一 
些 基 本 考察 以 后 再 来 讨论 会 容易 些 。 从 (4.31) AA, EJE 
A, f 的 每 一 不 阶 售 导数 的 形式 是 


Di Def = D, 


Qai 
XUPBREAETe4EE, 
Wf EELER pRHRU pug3céieX«. HFE 020, $E 
对 一 切 电 Em i10, WA F0 f£ 00), WERT 3EU 1 i7 
s 有 局 部 极 大 。 简 言 之 ,如果 存在 2 的 一 个 邻 域 ， 在 此 邻 域 上 , 
的 值 决 不 大 于 f(z), 了 在 < 就 有 局 部 极 大 。 可 类 似 定义 “局 部 根 
qd". 
定理 11 BSE R GpapSEU pog CES dv. Gf 
在 口中 的 点 4 有 局 部 极 大 , 则 (2) = 0, B Df) 0-0, 1< 
jan, 
证 明 贸 作 习题 。 
让 我 们 很 快 地 转向 讨论 在 Rh 中 六 长 方 体 上 (连续 ) 函数 的 积 
分 定义 ， 它 本 质 上 和 闭 区 间 上 的 积分 一 样 ， 因 此 所 笛 太 多 叙述 。 
E" rp Blei n AO BEC EG Comtosian 各 
Bip xeoxlIQ Gy rQ€ Da, do kin), 
A r= Eass 5,), W) 
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B= {2; ers 生 2 二 有 Ts 。 
HEFER KUSE EHIE B, tt P= (B, o, Byr, 使 得 
© P=B UUB, 
Gi 车 ij， Bi ARM B, 内 部 的 交 是 空 集 。 
这 - -划分 的 网 眼 是 
[P= max diam (Bp). 


如 果 每 一 个 长 方 体 B; 包 含 在 菜 一 个 Bs 中 ,划分 P = 0h By) 
是 划分 P= (B, --, By 的 加 细 ， 浊 加 =1 时 ,上 述 三 个 定义 和 区 
加 的 有 关 划 分 的 定义 一 致 。 注 意 以 下 事实 ,长 方 体 

(4.32) B=1,x-e xI n o 了 一 [ar Dris 

的 划分 可 这 样 来 构造 ， 对 每 一 个 区 闻 Ts …， 了 工 .选择 划分 ,并 对 - 
一 切 子 区 间 组 成 Cartesian $. AW, 3i-22, I =[a, b], J= 
le, d] ŽE. 

BzixJ-(Q(muy acus b, cx uysdj, 


B P= (wo,，…, gm 是 [as DIARRA = (v …， vo) dele, 438 
划分 。 乘 积 所 成 的 长 方 体 
I,xJ,- (v, 9); Dr.E. (yis 

是 长 方 体 B 的 划分 。 因 为 从 1 到 n, 而 ?从 1 到 Pp, dO np 
长 方 体 。 用 同样 的 方法 可 以 从 区 间 的 划分 得 到 区 域 昌 的 
(4.32) 型 的 划分 ; 当 m>2 时 ,记号 要 复杂 些 . 

并 不 是 五 的 任 一 全 划分 都 本 以 用 上 述 方法 通过 Fi oes Ia KI 
划分 而 得 到 ,但 是 每 一 个 划分 有 这 样 类 型 的 一 个 加 细 。 

为 了 定义 % 维 空间 中 的 积分 ， 需 要 长 方 体 的 % 维 体积 ， 它 是 
Ri pk, PRERA, E 中 体积 概念 的 拓 广 。 我 们 将 不 用 术语 
“n 维 体积 ”, 而 用 “测度 ”这 个 术语 。 于 是 , 长 方 体 B= I x… x 工 ， 
的 测度 是 
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m(B) - YQ) SO, 
dB RE pHK, E 是 函数 
F : 
B -— Bn, 
4 P= {Bis es Ba) EB RERA T= Ctr ts ty) 是 任 选 的 
Js tn € Bx, 5E X _ 
(4.33) SQ, P, T) =È m(B,)F (ta) 
EE x45 
lim S(F, P, T) 
UPEO 
在 在 , 函数 了 就 称 为 在 长 方 体 B 上 Riemann 可 积 。 对 每 一 6>0， 
ELDE) = (SQF, P, T) | P| x0) , MF JE Riemann 可 积 的 
A RAUS 
lim diam Ej(7) =0, 
T 在 及 上 的 积分 是 
P F= > (F). 
对 这 一 积分 也 使 用 另外 的 记号 
[Fwdw, | Fæ ns ndn 

后 一 记 叶 来 自 近似 各 的 记 Ba EF (a, crt £4) Am, ‘Alne 

在 闭 长 方 体 B 上 的 每 一 个 连续 函数 是 Riemann 可 积 的 。 证 
明和 ”= 工 的 情 癌 一样 ,关键 是 利用 一 致 连续 性 。 

象 定理 3 的 系 一 样 ,连续 函数 五 的 积分 满足 

| E FS EF, P, T) m(B)e(F, 20), 

此 式 对 每 一 个 网 眼 不 超过 46 B5 CELECSEXH ZR ST 123 EHE 
选 的 点 T) 成立。 从 连续 画 数 的 这 一 结论 进一步 可 得 到 8 上 每 一 
AAE iE a ED Riemann nj fis. 
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A I ACE 
B Z, p", 
如 时 存在 长 方 体 BB 的 划分 卫 = {B …， Bao EFES- -TRER 
Hk B, HARER EE, Fugo] 6A ER E PIER. 
TEXEXH AART n- LIS BUMISEAE VEI. Ten 
T. REAREA aE. Aate Gii), E 
过 其 中 的 人 -四 此 时 要 用 mOD RE: 


|f, rem amp re. 


需要 我 们 利用 m= 工 的 结论 去 证 明 的 ,还 有 这 样 一 个 引 理 : 若 卫 = 
Un, e. Ba EER Vk B GUS. WA 
mB) —m(BQ t -mO3s), 
积分 的 站 加 性 也 得 到 了 挥 广 ， 它 类 似 于 和 冠 浊 5， XP P-iBn …， 
Bw} 是 旦 的 划分 ,并 县 
B -> mm, 
WF REL EFIRée—4 B ky, JF yA 
时 ， | | 
m din |: de lai 
著 五 是 长 方 体 B= 了 x … x 了 二 的 可 积 函 数 ， 唱 也 在 如 上 的 
积分 可 以 用 累 次 积分 来 计算 ,也 滨 是 我 们 可 以 关于 变 其 as 逐个 来 
计算 | 
| | (o5 et, Cada dau. 
3841008 7 X Ye Pp Fo l5 DL IE, ERES UE 
Sob ge gd ERI, uEBE TS ERUECKGOR T. 
定理 12 ( 累 次 积分 定 建 )  ULFGEBHIECGIGEB nt )k JE o C 
假如 B; 和 Bz ERRIA, H. 
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B-B, x Bp. 


Jp re 2j 


= MINI i)dy Jas. 
证 明 BB, Ru 中 的 闭 长 方 体 , 式 中 mi + n, 并 且 
B= {wE Es (m, zc) E Bi fü (Emst 77, Ba) E B3. 
XHE 3391577 Ux B A Bo, 要 证 明 mCB, x By) 2 m(B))m(B;). 在 
WEUH rp T Bi ILE in SCRUSESCRS PECEC, 我 们 仅 对 m=2 给 出 证 
8j; 


选择 划分 


则 


B= [a, b] x [Lo, d], 


Poma Ts), G4 «m Ke xm, = D, 
Q= (Yos Yr)s = 加 < Eyud, 
4 Bie am] xy 9:1; 
S= D m, FG y) 


= z (y — 4.1) (y, -9, 3) F (25, Y4) 


- Sé -n.03 Wy) Fe 92. 

设 4 是 划分 (hada, lej«A SRM PIS RIS 
5。 想法 是 ,车 0 是 小 的 , 那 玉 

È -yD Fe y) m [^ FG dp. 
我 们 可 以 对 2, 一 致 地 《不 依赖 于 wm) 估计 通 近 的 程度 。 对 任 一 图 
ERER 4, 由 Gh) = Fr, y) 所 定义 的 函数 G 是 区 间 Lo, d] 
上 的 连续 函数 。 根 据 定理 3 的 系 ， 
a.95 — [free ao -3 to -yF Go y) 

«(d -c)e(G,, 20). 
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XS o(G,, Om] SLE. 
à(G,, 0) 2sup(iG.(y) - G,(2) 5 y, 2€ Lc, d], | 多 ~ zi <ð} 
= SUp{ | 五 (zi Y) - F (a, 2) |3 
Y, z€ [c, d], |y zie. 
Aly- al <â, 则 点 (ci y). 2 相隔 距离 不 超过 6。 因 此 ， 
o(G,, 6) o(F, 0), 
IP SEX (4.34) 
(4.85) S- $na | Fio Wow| 
SUM Gn a a) (E e)o(G,, 20) 
«(d oC, 20) Gg sa) 
z(d-e)(b—a)o(£8, Zó) 
=m(Bj)a (F, 26), 
定义 
GG) = | Fi, y)dy, am, 
aE) -RA |= | Ele, y) - F(t, yY]dy 
x (d - c) Ex FACY y) -E (t, gis 
À* Iz —1] «0, 有 
iG (zx) - G(t) | x (d —c)o(F, ð). 
B m, 
o9 (G, 0) x (d -c)a(F,0), 
令 


Š = > Geyti) Gm)s 


i- 
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BUE RI2 HA, f 


mE ] 
i e de- Ñ 0 — owl, 20) 


sim oF. 20) 
cani Riol k, 25), 
pr (4.35) BEH 
[8 - So mBo lE, 28), 
[t y, 
b 
es) eee- 8| -c2»ünoQr, 25). 
A 6 x0 gk gg 
lim e(F', 28) = 0, 
520 
lim S- ( £, 


3-4) 
B 
Jos. B0) 加 可 得 出 
f p.f G (a) dx 
8 


a E(x, nay pre, 
g js 
R VEFGRICUHEB KORRE, EHAE 
B-lQ xxl, I, [an bels 
yi] [ F=| x E(u, eey OA du, 
JB a vüi 


式 中 右边 记号 的 意义 是 : 先 把 五 (zi，…， zn) EPa RR, 将 所 
FFARR EA zz 求 积 , 如 此 一 ` 直 进行 下 去 ， 直 到 为 十 。 汪 个 求 积 
次 序 可 任意 交换 ,结论 仍然 成 立 。 , 

定理 13 QIFdE EFTAL OC X f ow DDE = 
D,D:F, tig 


Bp _ op 


a . mul [en iz jan 
Q0; Orc, , CUP - . 


Ls 1&2 - 


证 明 ”只 需要 对 %=2 证 明定 理 。 令 
B= [a, b] x (e, d] 
Jk Fa XGA BU— AMETE E. FA D028 是 连续 的 , 根据 定理 
12 和 微 积 分 基本 定理 
Q (et eR 
fD = T ara dede; 
= 人 [CDF) Cb, wa) - (DaF) (a, 22) Jde 


zFb,d)—F(b,c) * F(a, c) - F(a, d), 
3B Lslrng b doy e. ecc b. qRd Yan s. exysd, 就 可 以 得 
到 
E(x, y)= [ E (DDE Xi, radientra + P(x, c) 


vee 


+E (a, y) — F(a, c) 
=f N (Di D4F) (vi, $)da da, 
Gee 


+E (æ, t Ela, yy - F(a, e), 
从 这 个 方程 ， 计算 DP, Tti 
(DEE, p) = lj OD Fr, xe ODE Mn, €), 
得 把 它 关 于 9 求 微分 ,得 到 
(DaD EF) (e, y) = (DhE) (sY). 
在 这 一 步 中 用 了 币 积 分 菇 本 定 香 DDo 是 连续 的 这 个 事实 ， 

系 REFEREA E wI rRNR" hpi gj, t, 7 是 足 标 ， 
1<4<n, l«j«n, BATADO DE 存在 且 连 续 ， 则 DDF 也 
存在 ,并 且 

D,Dk - DF, 
证 明 在 定理 12 urb RAR EA Hi CL — E 


a 83e 


条 连续 性 证 明 另 一 个 混合 偏 导数 存在 且 西 者 相等 


习 NK 
l. RER R* 于 集 U LitEA, HAAA BCU 守 
f E=0, 


FO snn, ze R 
(a) ”证明 ARGIEN RR. 
(b) REER v, E (DL f£) (0) 不 存在 。 
2, Wf E R^-(0 上 的 CH 类 函数 , fS HEURE SOEHRERUK, N 
FELPE R” BO C1 XART 
4. 设 了 是 开 集 避 上 的 ( 实 值 ) C1 类 函数 , 若 zxE U, 证 明 ( 在 > 处 ) 了 增 
加 最 决 的 方 光 是 地 在 的 梯 究 SOA. 
5. 设 召 是 长 方 体 ,z+ 吃 是 号 的 z- 壮 移 : 
rrBzsirzsyiyec B). 
E m R* amies He R* 中 国定 的 长 方 体 , v 
g(z) ZZ 


RI 9 &- C! 2 perdu? 

6. 设 让 是 C1 类 函数 ，z 是 了 定义 城中 的 点 , 则 (Df) (x) 是 bv 的 线性 
T. (由 值 定理 ) 优 如 一 个 集 包 含 连接 它 的 任 一 对 点 的 线 眉 , 就 称 它 为 凸 
4. SUR R AARE, ipf RU EO RGA, dic. yU h, 


证 明 
ff) = -7+, fi(P)), 


式 中 了 是 + 和 之 间 连 线 上 的 菜 一 点 。 提 示 : 令 
gD=ftr+tily- 7 Oxial, 
8. db R-(ks s Rn) 是 一 个 n-TREB stp k BERN, 
RI = R11 fut, 
Dt = DI. De. 
EGER" 上 的 多 项 式 函 数 ,证 明 
» I84 4 


FG m) = Xue, Of) Oaea 
9. 谱 下 是 长 方 体 8 上 的 连续 还 数 ,到 是 如 的 紧 子 集 。 如 果 你 想 定 义 
| fF. 
TURER i: 29358 LMUESURSG OILL AK bam. WEKA 
<1, 18 
lim f, gF 
存在 ， 提 示 : 先 就 五 是 非 负 实 佑 函数 的 情况 求证 明 ， 

JO, F, 妖 和 天 的 含义 如 习题 9 中 所 介绍 的 。 这 里 又 有 一 -个 方法 来 
定义 下 在 外 上 的 积分 。 设 卫 = i{Bo …， oj 是 召 的 划分 ,考虑 与 民有 公共 点 
的 长 方 体 Bus 对 每 :一 个 这 样 的 上 ,选择 点 TE BAK, kia 

Sp- PFT m(B), 
i EXE Bi AKAA SAIRE k RE. iA 
lim Sr 


1 Pa 0 


Tii. Jm 要 证 明 上 述 极 限 存 在 , 只 iur PLAINS, A 
Srælim f gr. 
Ep] (e 8 31i 9). 


4.6  Riemann-Stieltjes 积分 


PURUDE, APATE TATARAN, Ah 
w a 
从 技巧 来 说 不 会 殉 揽 杂 。 一 个 很 普通 的 例子 二 

[ran 
Job FERI T EREE G EEDA Ropa dr 
这 一 积分 是 
23 f ELEC) ~ 80,1] 
HRR. CTURHRUCORE AERE OUR RE QUR I9 AA G. 
. 185- 


设 
[a, 6 ^. n 
是 从 [es DJA R^ pM CIF CE SEIS) BRUM, # 
P= (wos t's Sn), 
a= ty Lt L LEa b 
是 [a, 0] 的 划分 , 作 和 
(4.8) — V(P,8) -3 1G) -G(.)]. 


uu ZGE--—A8, Uu 
(MER ECT OH, Xx IE AL HUEUET G 4x R^ p RRIK Jk 
His CILE 17). 


G hs) 


图 17 


对 障 数 如 来 说 ， 如 果 和 机 (PP; GD) 是 有 界 的 ， 也 就 是 存在 常数 
M, WHER PAK COSSM, CEARR X E i, 
PaAI ERA G ea E 
(4.38) VEG sup VCGP;G), 


4; GO dE[e, 6) EIU FEES BRE amb, 则 最 然 有 
4 186 ~ 


(4.89) 人 
直下 面 的 式 巴 许 定 义 的 函 殖 7 - 
(4.40) Va(x)-V2(8),  ammb, 
TiO G 8538 IR, 它 是 [cy 5] 主 的 增 西数 。 
在 完成 积分 的 讨论 以 前 , 先 看 几 个 例 字 。 
例 5 设 公 是 连续 可 微 函数 ( 属 CL 类 )， 则 好 是 有 界 变 莽 的 = 


o e-ga E| woa] | 
<E r-re sup 7 
(b -a)sup|G? |, 

路 加 证 明 即 可 得 他 的 全 变 差 是 | 1G" Co) [dz 

这 一 合子 有 很 身 然 的 推广 ， 设 对 函数 存在 常数 NM， 使 

GG) -GD | «M |a yl, 

MERAC W E Lipschitz Seb, BA, X EBEE v 
JEFE P Aa. 


ple cEBlAL UH A EXORNIN KK. Æ R pi EL 
mL EM s ，， 

[a, b] Š R*, 
OIERIDUREA EG, FUBACRTUEAEABCOHUDET UE, X 
Rf, 我 们 把 对 叫做 可 求 长 的 灌 路 (或 者 ， 有 有 限 长 的 道路 )， FEX. 

(0, (DÓKÉ - Yi). 
从 图 17 可 看 出 定义 的 由来， 在 讨论 可 求 长 性 时 ， 把 人 的 象 看 成 昌 
— £8,75 t Ela, 如 中 变化 时 ， 点 GO si Hi — 条 曲线 。 —AMt, RRT 
以 和 自己 相交 ， 也 可 以 路 回来 ,还 可 以 九 次 走 过 革 二 女 ， 因此 ;我 村 
把 @ 呀 做 道路 而 个 是 把 全 的 胃 当 作 道 路 。 在 日 是 一 一 对 应 时 ， 道 
。 I87 e 


ARS RC GU EXE LA RB Ge, 04) 的 长。 
BET. Jg JE CLR SC HLISNG W g dc UR, 并 且 
Vi(g) - g0) - g(a). 
XE A (4.97) rit RIRN RE P EUROS gO) -gla 类 似 


JA, FERTA UU GREG. [EON HORS LU ERE 
Ed pu K BIRD E S Me 
(4.41) g-V,r-(g-V9. 


我 们 已 经 知道 9 的 变 差 (4. 20 IR 而 (9 ~。) 是 减少 函 
E, DES EA. 


oa- gæs Vil), esi 
DES ARERI EXE e p T de 


gm) =: 4 sin i > 0x, 


g(0) «0, 
KAISHA, i3X— e RRRA ET, BRE m 
K. fEX 2/2, 2/37, 2/02, e, Wi g 的 值 是 2/x, = (2/32), 
afe, - (2/12), =. YESERIAE IR rA I8] n FAS, 得 到 


se oO). 
所 以 REREH 
ME, BO Ele, b] 55i f£ 是 了 = [re b] KIE (RA) 
iP. EGE IR R 中 的 映射 ,三 就 取 为 实 值 , 苍 邓 时 工 到 Ca 
iro ph Sp, f ELM (GL XE EI. P = (ee UE eE Dr, iy a 
A 5 
(4.42 Sf, P, T, G) -S f UGG) - 60-2]. 


WRR 
* 188» 


lim S(f, P, T, G) 
j Pio 


fe, MUR |: faG xig, Jij R'emann-Stielijes 积分 | fdG fu. 
EBOG, ORAR LAD Prag qd. c RR A E o. uu 
PFE AEREE 
Jin diam Daf, C) = ü. 
| f faa- > 
这 一 积分 在 在 时 , 世 记 作 
[£c28). 
定理 14 设 / 了 是 连续 的 ， G HR ERI, Wü Riemann- 
Stieltjes 积分 
| fae =| fGeode (o) 
存在 事实 上 , 设 卫 是 网 腿 不 过 过 的 划分 ,和 任 一 和 式 (4.38) 前 必 
| l faG -s(f, P, T, G) xe(f, 206)V*.C(G). 
WEBB — XE RERISE ps. di gr) om A HERE 
fth ERE E Cor -wr 038 8 Gr) - Gr, WT Y. 
A FEM, 站 到 Rh) 的 连续 滑 数 ， 而 g esti ARD 
有 界 变 差 丽 数 时 ,对 十 积分 
f Fdg - | F (zdg(x) 
iid E ERU ERR, 
定理 15 (分 部 积分 , 绊 形 式 ) fA giie, b] Dé EE 
. 189. 


HAE) ER X, 则 
(4.43) ffe) = 56226) |- 00025 €». 
WEB] 设 卫 = (ce ets ww) 是 [a; bI NIA A 
fF GO[g() 90-01 Lf G2 — f («019 (2-1) 
= f(2,)g(z) — f (ox -0g(2). 
APE-, n RA, GAIRE O META IT 
L Fr) ag) = i: feg {r de, 
RA, XT 9 的 Rieeann-Stieltjes 积分 在 此 情形 下 并 非 疾 型 的 ， 
ME Hem pago ng xk ju. ie (2o, s m) 是 la, b] gge 
分 ,了 = (tis …'， t EERI 12€ [esi m], W 


ES Tg) 796.12 € f 9 E g' Codi 


h 
i | fog! Cdi, 
4 


APF fr EMEKA, CEPHE E ATRE BU CER 
F Cta): 

Fr) = Fa)» Sy PX, 
对 连续 函数 f, 5 Pio 时 ,fr BRAT F: 


lim [f ~ srrl.=0, 


TIN 
JA 74 P AKIE TF 0 EJ, Riemann-Sltieltjes fing ic 
[rcg coat, 
Bi' F 
Fl- > uem. s0. 
ye 


~ 190. 


在 任何 区 闻 [- 0, 0]; f 是 有 界 灾 卷 的 。 设 9 是 连续 的 ;出 - 

(4.44) | wpDoftoy =9(0). 

这 时 没有 用 到 了 (0)， 订 以 任意 定义 f(0)。 而 所 使 用 的 划分 不 以 

ONAR. F BERRO, Diras Bre pta ROC, HR dO i 

7 不 可 租 。 如 果 了 有 这 样 一 个 导数 , 便 对 一 切 演 续 函数 9 它 满足 
| oen f^ode - a0). 


现在 , X es0, PG) = 0， 但 是 下 ,天 = 工 p fo. 而 
RTRA 产 是 没有 的 ，Dirac 的 “6 BUR". JA d 的 积分 过 
f. 

BIS FH 3 XE 24 pg Cantor ig Xt, CERRITO, L] 

( fj me n. 

i) f(0)z20, f(i) - 1; 

(ii) 从 [0, 1] Zhi Cantor 集 所 得 的 余 集 , TAR EE 
一 个 区 间 上 子 是 常数 ， 

于 是 全 一 积分 1}94f Gu iT. 9 在 Cantor 集 上 的 性 质 ， 但 是 
WB) 9 来 ,情况 要 复杂 得 多 ， 

BEG RCRUM 

[a, b; -D R", 

对 区 间 了 = [fc, b] kiA S, Riemann-Stieltjes: 
积分 [rae 存在 ,并 有 性 质 。 

e D (ef +9aG=e| faa + | gia, 


Gp |f, fae] <V If.. 


2 [91 


在 有 些 数学 分 支 中 用 到 反 过 来 的 形式 . 设 有 -个 函数 工 ， 它 把 了 
上 的 每 一 个 连续 函数 了 映射 成 Bn S AR ELO), LAE 
两 个 性 质 ， | 
(i) 工 是 线性 的 ,也 就 是 , LCef +g) = cL) +L) 
(GD 在 在 常数 用 >0, 对 工 上 的 每 -- 个 连续 函数 也 有 
ILG) «M supl fin | 
ANELA RU 中 有 界 变 差 而 数 G， 使 对 每 一 个 了 有 
LG» = [ faa. 
我 们 不 打算 在 此 证 明 这 个 结论 ， 
谈 考 也许 已 经 注意 到 我 们 讨论 过 的 Riemann-Sticltjes 积分 
的 方式 , 从 而 知道 可 以 用 同样 的 方法 引进 其 它 的 积分 。 QR E 
MG kx k RHR e F EE t, TG ER REK, WIR 
[rac 
有 定义 (注意 , 它 和 |(4G) 不 同 )。 关 于 这 些 ， 我 们 不 打算 多 谈 ， 
只 说 几 旬 。 在 用 和 式 
DFT -Ge-D] 


定义 积分 | FaG 时 ， 可 以 用 种 种 不 间 的 乘法 ， 也 就 是 在 和 式 中 的 


积 有 种 条 不 同 的 解释 。 设 
ia, 4] T Hn", 
[a, 5] > R*, 
并 设 在 Ro pl RSS RU 中 向 最 的 “乘法 "是 ， 


A 
HU wx -> BF 


2 192 


(QD M ERES, 也 就 是 对 固定 的 % Mt y) JE c 的 线性 
A% TRE v E, M (a, yE y 的 线性 函数 ， 
Gi) |M(G,|«lellvl. 
车 也 是 连续 的 ,而 Q 是 有 界 变 差 的 ,站 由 我 们 已 给 出 的 证 明 可 知 
(4.45) [^ MF), ae) = 
lim SM(F(e,), G(z,) - G(a,..)) 
i. PI0 k | 
dpt. up [M (OP, 4G) 是 了 和 人 G 的 双 线 性 爽 洲 , 并 且 
(4.46) Lacer, dG) [< [Eio 


J H 


l1. RGE D) EP EE GE DA, ULL, 妇 的 每 一 点 ,G HAARR 
和 右 极限 ( 先 对 实 值 函 烙 证明) 。 | 
2. 3S Get Ed 3E HO, 则 G 只 有 可 列 个 不 连续 点 。 
.3。 没 G 是 有 界 变 差 的 , 则 | fdG 与 G 在 [o, 内 部 的 不 连续 点 的 值 天 
X. 
4. 设 了 是 [a 的 上 的 C 类 函数 , 则 
fear= fer. 
5. Wfl 8] 上 有 界 变 基 肖 送 续 的 函数 ,车 了 (eo) = 0. 网 
16) - f 47. 
这 个 命题 正确 吗 ? 
6. 证 明 , ZQ E&P HH, 则 对 [a, b) E RG, 有 
V(Q;G)«V (PG). 
T. 若 台 是 连续 且 有 界 变 差 的 函数 , 证 明 
lim V (P;G) =V), 
8. [a 5] Eoo PCR GS RIETI 
9. &fRE——XbB FER GNG 
[a, 61 — te, d3, 
LJ 153 . 


Beg J O ERREAK? 

10. df 2e b EKTREN, EF RS SUY hu. m f! gs 
的 。 

11， 设 98 是 [0, 1] BiR, 定义 如 下 : 当 + 是 无 理 数 或 零 时 , g(7) = 
0, 当 x0, x 是 有 理 数 , HE x= p/9(p, q 无 公 因 子 ) 时 ; g(x) 2427. 证明 
og hn ee [Fdo 是 什么 ? 

12. i&f RAREN, C RAIE HAA 4, 9 Riemaun- 
Stieltjes $a [fac TE. 

13. 设 9 是 Ca, b) Ei E o 

P aget 

AFEN, 中 到 R” hepsi, mp [Pdg EF ERRA nah (RR 
MARR RARE). 

"id. {中 值 定理 ) 设 了 , g 是 习题 13 paR, IAE Ca 5] 中 的 点 
fi, oe, fy TI Cis nasg Cr 使 

f Fdg= CF (h) fF), Co» EC. 

15. (Jensea) 设 9 是 [ao, 5] .上 的 增加 函数 ，9(5) ~ 9(a) -1, d 是 实 直 

£k - xk SEE, 了 是 [a, 幻 上 的 任 一 突 信 连续 函数 , 则 i 
[Dds fan — 


(提示 ; 令 t= fdg， 存在 一 条 通过 (i, d (0) 的 直线 ， 而 $ 的 图 象 在 直线 上 


面 。 写 出 这 条 直线 方程 并 求 积分 。) 
16. 在 某 些 条 件 下 , 利用 习题 15 证 明 


ferdg>expl| fdo. 
并 由 此 证 明 算 太平 沟 墨 过 几何 平均 : 
人 


(1255: 364 t 个 点 ONE en fn， 使 在 等 | tas g BEER 1/n), l 


第 5 章 函数 序列 


51 收敛 性 


候 定 有 一 列 具 有 公 \ 共 定义 域 了 的 函数 序列 Fas D 可 以 是 任意 
集合 ， 我 们 要 指出 序列 EF AA, MAAE ERR e 
值 序 询 收敛 ， 因此 我 们 最 好 还 是 假定 所 有 函数 都 映射 到 同一 个 
Euclid 空间 中 ， 

(5.1) DE, R”, 
BERIE DrREE SE BUE RR 0. CK (P000 E R” rB EIU 
9i, RTIA UHE XX TE AD A IR. 

AX HTO DPK AR PEF., Bg HOS D B EC km, 
EA UPS Q2) Be 92, i UE U^) BERE UC Si EL 

F(z) = lm, Ce), t € D), 
则 (F RD LORIO TIE UR) BECA C DF 并 写成 
F-limP,, 


ede n BCHL n Dci ERR, DU. 
fae) =a, seh, 


limfa = 1 
2. (2) 23 ge 2ER, 
Yin. p, e*, 
T E F.A) =X A, iA| «1, 


lim F,(A) = (I-A) 


FE R" pii YS (Yo s Ym) XE ATCURSUS, 2, =m) E 
EU Sz fei RK CS | 
YE) = Ya 
所 以 ,Rm quf Ry, 的 序列 证 具有 公共 定义 域 
D= {1, 3， 
的 函数 序列 Yn = (us rt Yrm)， 而 且 这 些 函 数 是 点 态 收 敏 的 当 且 
仅 当 在 Ro 中 向 量 的 序列 人 y,} 收敛 。 

诡 数 的 点 态 收 仑 性 似乎 总 很 自然 的 ,读者 可 能 感 型 有 点 奇怪 ， 
为 什么 我 们 还 楼 对 它 讨论 得 这 样 座 烦 。 我 们 这 祥 做 不 仅 因为 它 是 
基本 购 仿 ， 辐 时 也 因为 我 们 希望 着 重 指 出 它 的 局 限 性 。 我 们 希望 
M Fa HOPER GE = lim F 的 性 质 。 例 如 ,和 每 - -个 En 是 
连续 的 ， 我 们 希望 罗 也 是 连续 的 。 我 们 也 起 建立 革 些 运算 的 连续 
性 (交换 两 个 极限 的 次 序 ) ,例如 ; 


[rtr - 
但 是 点 态 c BH RH 不 能 得 到 这 些 方面 的 肯定 结 i£, Bi 
此 有 必要 介绍 更 强 的 收敛 方式 。 


定义 ”如 果 对 芷 -一 e>0, BEEMAN, R18 
Pin —FG) £e, n- N, ac D, 
就 说 两 数 序 到 {8,) BERT ARF. 、 
uu 3. WRAEK m, IERP I s, FO) —5À 
ied Fei HAE — OE SUE SF, FRI, fU SU xS MURS, 
Zu s0,b c, TEAOR ir 六 ws 使 得 
IE (x)-F,(m)|«8e, n>N.,,e. 
Ur SUrE RE 3x HEREA IN Lue 可 以 选 成 与 无 关 , UL X08 
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HŽ DUETIT. € D; EA BRUO RF 本 E00), 
Xt--3: 10:9, HAERTER e RU ES. ES RUNE 


F 
D> Hn", 
(5.3) |" =sup Fi;r CDr. 
3A EE TES 6 AE IRULBHXX T 107 900 EPR os" BH. ARRE 


xe E| ZEDMETAREK En Lapi 
sup! Fi = Sup! Fæ) yr ER 
a 
在 这 -一 记号 下， 


| Fl, = suplf'i, 
D 


SUR Un.) EA Ac dOXE LSU TR RI, ÉRIC GUEST 0802, 
我 们 不 说 序列 是 有 界 的 。 

BR, Fa 一 致 收 化 主 五 当 且 仅 当 

lim} F- F,|., =d, 

H TERRAE, 应 清楚 地 记 住 某 些 图 象 , HF P pond E 
jf 7^ 78 EC BERE LHI e- (GF - GL e ) 的 图 象 . 设 了 是 实 直 线 
《的 一 个 子 集 ) 上 的 实 值 范 数 ,“ 关 于 了 的 一 致 RE" EHAR g 所 
AUR. M g 的 图 象 是 落 在 了 图 象 的 带 状 范围 中 ( 见 图 18), 


ee 


g-frbte 7 
va Wd 


— - — 


y—f(r)—e 


a 797, 


例 1 这 是 一 个 基本 而 又 重要 的 例子 。 REX A RE Sn E 
义 为 : 


nêt, ossa}, 
Li 7 
f n (æ) = E MS 1 ED X 2 
n—n?(m "PD n tus 
HRA 


0, A. 
换 句 话说 , f, 是 帐篷 形 的 函数 , 它 在 区 间 10, I/n] 上 线性 地 从 0 上 
JH8| n, itjzE(1/o, 2/2] EA m REETA O, EHET A 
0, HOA AD GO DC 0, 然而 它 不 是 - HR CAUSE - 
10 = f£. = bf. 

不 是 有 界 的 , 当然 更 不 趋 于 O 了 。 但 需 注意 ,缺少 有 界 性 并 非 缺 少 
一 歼 些 的 关键 因素 。 帐 篷 撕 函数 ,= (L0) f, 是 点 态 收 合 于 0 的 
有 界 序列 ,对 一 般 n，ig.1 .= 工人 参见 网 19。 . 


mon 
B2 设 所 是 实 直 线 上 的 实 值 画 数 


0, vn, 
hla) = e-n, narn +l, 


L mI i, 
则 Uu) EA FESSA Ihm hs hn 点 态 收 敛 于 0, 但 是 不 一 致 收 


K. 
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例 3 多 项 式 
pala) -3 por, ZER, 
aA TIEA KA. E- Po e T 
(5.3) [e* — p. (o) | s. PI 
dE TE — KET- 5, 51. E, PRO 
sup|e*- pal <$) p” 
KUE- SCAN RS, (EREXER EROR — SA, AA: ewe 
n), 
E (2) |=, 
对 于 我 们 要 做 的 许多 事情 来 说 ,在 紧 子 集 上 上 一致 收 仇 就 足够 了 。 
例 4 设 巨 是 区 间 10， 菇 到 E" 中 的 连续 函数 ," i IE S Cs TH 
分 点 
D s 3 Uy dor 1 


$t n n 


把 [9, 1] 划分 成 长 度 相 同 的 OE t 

«5, 
F(2). 四 
(3) 

Te EE 1 me 
FEF, rice CEKA [ 0 -| 上 取 常 数值 (二 ), 在 区 
IL CL/, ZAJ ERARE F O/n), SE. RMF — Slick 
PF, 4020, 由 于 包 充 [0, 1] 上 连续 ;因此 万 是 一 致 连 续 的 ， 从 
而 存在 6>0, 使 得 | | 

"F(a)-F(b«e, let] <ð, 


AN tE 1/N <ô Ei- -1E g, Du 
jE- Fal. SE, n>N 


F = | 
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这 是 为 什么 ? 设 ELO, 1] 中 和 任 一 点 , % 是 大 于 访 的 任 一 整数 ,如 
JR 5550, WW i ARTENE E- 1)/n, k/n], HE FS) = 
F(k/n) , B} lt- (k/0) | «1/n «0, 所 以 
ix - F1 =| rco -2(2] 
并 且 |F) - Fm) | «6. JEN — Ub az 下 和 一 切 6 [0,1] 88 
到 
IFY FL) <e, 
UH GEO MHEE RE DUI B^ KERFA. 
(D (5) AGBILOCTXEA- ALD E R” IRE C 
Dpi c, {Fry HR Conehy et. 
GD (FJ) 一 致 收 俩 于 某 个 从 刀 到 R^ HEME 4 BLOCS 
lim |P, — Fl .-:0, 


证 明 Xp LOBPERHEHNUNUR Sox ier 29 (938 4e (e 
HW. i ` 
(G) id&scD, mEF,(2)}) i Cauchy 序列 ， 由 R” 的 完 
E, (F E RAT R 中 一 个 向 量 ， 记 作 Fe), FA, 
Cauchy 条 件 成 立 ， 则 对 刀 中 每 一 个 < 有 一 个 .Rm 中 的 向 好 五, 满 
足 

F(r)-lim F,(x), 

EL | 

lim [F -Ffa =0 
指出 ,对 给 定 e> 0, FEER Nes 对 一 切 9, n>N, 和 和- 一切 cE 
也 ， 使 得 

|F (2) - F.(2)| «e, 
Hik, UCQ(0))dÀ Cauchy 序列 ， Jf HA —^F 53 r 无 关 的 收 笋 
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WE, FG) = lim FQ, WAH EN. 和 一 切 sED 有 
|F (a) — P, (a)] <e. | 
也 就 是 
l JF- Ele, SNe, 
例 5 Weierstrass 在 很 早 i 
殊 的 ) 情 况 , 就 是 函数 项 级 数 


一致 收敛 性 。 设 
X54 xe, 
于 是 对 部 分 和 
S,- X, 
有 


ETA .< 3 IE. ken, 
根据 上 述 引 理 , (Sn) IAF S. 
S(w) = SF. (2), 
TEXOGRGEGN AREE, idco uri m AE, 
定理 1(Dini) RDE PRE, {f,} 是 DD 上 连续 的 单调 下 
妖 实 值 FR CH Pie 
fiz f> firn 
E f, EBRAF 0, W fa EUF 0. 
证 明 令 s>0,， 设 
一 iz € D; fal) <e} 
办 为 fa 连续 , 故 可 ,相对 于 轧 是 开 的 ,出 于 fafao 所 以 


E^ Uce; ce o 
(U, A DAR, WATE e Dp fioi acp O 48 
别 是 ,对 某 一 个 mm fam) <e, Me EU, TH ?是 紧 集 而 UV d 
增加 的 , 必 有 某 个 Da MERE D, ERER N, Ur=D, 因而 我 
们 有 
Ocf,ce, n>N, . l 
AK 设 UJ ERED Ud fkSRNUES, xg eeD 


M 

NV) « oo, 
EET, | 
(5.4) f= 


M HEB HO, WANG 4) — sil 
在 Dini V Sof, AR cel RI CU ZERO RONDE 
的 ,但 是 这 样 强 的 条 件 难以 常常 遇 到 ， 在 例 工 中 ， 连 续 函 数 f. 和 
g, 都 点 态 收敛 于 0， 但 它们 都 不 是 一 教 收 敛 的 ， 在 例 2 中 ， 序 列 
单调 收敛 于 0， 但 定义 域 不 是 紧 集 , 也 不 一 致 收入。 在 系 中 ， 由 于 
条 件 万 >>0 保证 了 部 分 和 序列 S, 的 单调 性 ,这 里 ,= XL d 
决 条 件 为 了 = Tim S, 是 连续 ,于 是 才 保证 可 以 把 Dini 定理 应 用 寺 
{f Sa) . | 
$6 设 
f(s) = zt, Oscosxl, 
FARRE- BAF f RA SUFRE ADR. RL 
fy- 0 | 
(5.3) fan) = f.) gle- fu], n0, 
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现在 验证 ， 
(i) 六 是 多 项 式 函 数 ; 
GD Uf,<f. 
显然 , 若 Sn 是 多 项 式 承 数 , 则 fen 也 是 多 项 式 函 数 。 我 们 用 数学 


JAWE Cii), XPpn-0, GO MUN, NOU n= b ERL, 从 
(5.9 R^ 


fit! 二 fx 这 0。 
现在 
I. 1 2 2 
fua fat IT^ fa) 


faris foU - f) 


Sfat TF -fr)s 
OR s EM «xl diis 是 


M ii, 2380,11 : E) BOR Bie KEI, e EORR, 
3 f vnd. | 
0 fumum. 
BUFO Poll fic. decidit 则 (5.5) 说 明 
g-94, I gt-g5. 
:是 9= 了 。 因 为 了 连续 , {一 pM 1] 上 的 连续 两 数 序列 它 
单调 地 点 态 收敛 于 0。 根 据 Dini 定理 ,收敛 性 是 -- 致 的 。 


3 85 o- 
1。 RDEdESHS f RED Ls dtf 3Hs—c6 D 满足 
f). 


üt Brem, FIU GU SUE DEHRA. uEBH f^ JÉ-- Scc DERI c 
BE IX | 
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sup!f «i, 
2. DEER R D Peo 
fat hy - n ES 2 
WE CFL AGRIC CROCO 1. a P ERCBUS FUÉ S) Bol Seg? 
3. tE 一 个 实 直线 忍 上 Lax wm {fn}, 使 得 
Ci) ir ESKATO 
(i) 函数 六 中 没有 一 个 是 有 界 的 ， 
4. FFE Sul cg a» WU V) A NOR TENIS? 
5. qd rc R, NBp—1u5 r, lim cos nz 存在 ? 
6. ii 
fa) = ferdi, reR, 
Wit p. yy ar 一致 收 钱 于 00 
T. 设 六 是 定义 在 开 单 位 图表 了 = {2EC;1z| 之 1} ESA Gs de 
f(2-2(-2', 2€D, 


EE. 


f, X. 


于 是 我 们 知道 a SARAT f. THAI f 在 DD 上 的 收敛 性 让 是 一 致 的, H 
斌 在 如 的 每 一 个 暴 子 集 上 娠 一 致 的 , Bo KCD ERÉ. v 
lim sup | f - fa! =0, 
8. (TEJA REF 再 ”由 的 线性 变 摘 序列 。 著 好 小 点 态 收 分 本 了 
Kij 
(G) 了 是 线性 变换 ; 
Gi) 在 如 :的 每 一 个 紧 子 华 上 MESEPETE RES. 
9. JHE REREH Dini 定理 。 请 用 Bolzano-Weierstrass 
mAH Heine-Borel 定理 。 f 
10. 设 Fa FÆRA 6i Fre E38 Bán EE -Fk 
FU, HB ERA (a). ER F R AFE, XP Fla) 人 和 
FEIERT 44m? 
H. aa AAU, IEL EL, 61 E— Sek SUE O, HA 
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limV3(f,) = eo, 


13. dinJJESX A BEOWGXGAONOM. de 

(i) in.) Mb endi fs 

(i) eX deg (Pa) JH Je E. 
TH S X XcWGNCAGÉR. 提示: 试 证 pa om AARRE ERAÉ. 

13. (Abel [B) gt XV,Jà Rrpp Ee IRR Ep TUAE DUEK. 
中 。 设 obe l PIERKA A. ERA Xeno. 的 部 分 和 在 
aK m, 

14. (Abel zr FH) RIFA EA EDA R rid eg. $ ppc 
emÉ0EDEUISGxEBRSGSBIESRÉS XGGE8ETREF.— 300835 HFI Pat 
是 有 界 的 (RE pi dix; D. GB Abel 引 理 〈 习 题 13) 证 明 级 数 Bpn 了 ,一 
EE 

15. (Dirichlet-Hardy) i$ {F P ERDE] R^ i HEC FI, pi P2 
emÁ03D EiESGERBSSÉNUSGN. UG EF. 的 部 分 和 是 有 界 的 (在 上 确 


PERF) 又 设 序列 {pwj 一致 收 合 于 0, 则 级 数 X p. P. 一 致 收效 。 
5.2 运算 和 收敛 性 


现在 我 们 讨论 这 样 一 些 问 题 ， 从 中 将 看 到 引进 一 致 收敛 概念 
HEJJ. 

定理 2 WS id 半数 序列 

DËS km, DoF, 

E F, BKAT Fn giis. 

证 明 ERLER, RET AI vH 
(5.6) E(x) -F (zo) = F(x) - F.(2) + E(t) ~ FG) 

+E) -F (ro), 

XDEBCKB n, PDR F), FG SE FG), (F PF, 
FEED e-e TERNI SIL GO YER Fan). FIBER E 
近 ” 精 确 化 . 

设 xoED, 对 2>0, 选择 一 个 特殊 沪 正 整数 育 , 使 得 
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€ 
DR FEES. 


从 (5.6) 得 到 

(537) — Qr) - Fée) < Fa) - Fg) l» 

HLT J'y diy XE BED ffoi 0 0, ifl 
Ey) - Fle) «5, — ie-ad «0, 

这 一 0 依赖 于 6, wo IN). AOTRE 
|F(z)-F(mj)|«e, |e«-o|«4, 

系 设 ; 

Dm pcm, 
Hon Dp —4 n. Bn 
(i) 每 一 个 如 ,在 xo 有 极限 
Gi) F, 30AT F. 
W FHE e ARR, H 
eu cen a 

证 明 WAAMA, REL- EHNA. HM- TA 
WEB e og. 2 PERAE AARE LUZ. Bb 4 E F, 
JE aa RRR W [ha-ha SEn- Fala FE n KAE Rn cin 
ABE 

I - F)|s|E- UI [Uu - FG) LEG) — F(w)| 
3n) uEBRUBIBUTEL— E. 

XAR iif — SUC OUEST LA RE STRE AI BREL HE CE Af e 
ATE 上)。 在 这 一 节 中 , 我 们 将 一 再 重复 这 一 事实 , 各 种 结果 都 是 
用 这 一 个 原理 米 说 明 的 。 

作为 这 一 原理 的 第 一 个 应 用 ， 我 们 假设 有 Bn 中 点 的 二 重 序 
Filja 
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Cas  0,£21,2,3, -- 
3E 29 i XE TE P538 CR BB. aa Ti TEJCIR Ka E 
Tu Tiz Ua 
fuo Tz Gn ct 


T3 X32. X33 


这 是 交换 极限 次 序 的 问题 ,假如 每 一 行 收敛 和 每 一 列 收 敏 ， 
对 每 一 个 9, An = lim Tru 存在 
对 每 一个 B, = lim ro 存在 。 
在 什么 悄 沈 下 可 以 得 出 lim A, 和 lim Ds (PEE Bol Seo 显然， 
ARRAT RU, PIU F i EAK ek dS 1s 
1 0 0 0 


1 E 
1 
1 1 


Dono 
mM č oo 


TH, 当 行 或 列 一 致 收敛 时 这 个 结论 起 成 立 的 (对 一 切 行 式 列 )。 
定理 3(Moore-Osgood ZERRE) 设 (em) 是 天 中国 
量 的 二 重 序列 。 假 设 
(3) ”对 每 一 个 x, Bn fr Si 
| A, = lim Targ 
Gi) REA k, k ug 
B, Hm Tars 
GH) {E-AN 30d SC Fe S gcn Gu nx IO. ud 
lim A, 存在 ,Him B, £i, 并且 这 两 个 极限 相等 。 车 二 龙 它 们 的 
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QUERI LL) TR FEY ou CRUCE. zi 
lim |o — £44] «0. 
WEBS 设 行 的 极限 A, TE, FEH kR FEN PUR 
Bn， 后 -条 件 表 东 ， 对 每 个 。>0， 存 在 加, RHN 和 对 一 
Wk, 使 得 
18, — t| SE, 
Esa T" 
Z,— Rn", 
Fp Ck) = tar 
一 致 收 伍 于 函 煞 F, FO SB. HALRA EF, TE oA RE 
limF,() = A, 


ET xke, Lib LGEDARSUARTR. ECHIDUBIBLEE G7: 
法 迹 明 在 心 名 ,上面 的 系 仍 成 立 ， 轩 此 我 们 得 到 


lim An =lim BL. 
» k 


d om EX AAR RIS ZH [8L Mi 
|æ- wn s |e- Be! + [Br — srl. 
对 给 是 >0, AN, n>N, Xj —U XH 1B 一 wox| «6/2. 
PHÉH OK, Og LEGS le~ B. «6/2, 4M -max(K, N), H 
Sn, EM 时， 
|t — £u |<e。 

关于 二 重 极 限定 感 还 要 说 几 句 ， 可 以 用 Cauchy 准则 的 术 庄 
来 重新 氢 述 收效 性 。 例 如 , E feat) 对 每 一 个 关 定 汐 铝 24 n- oot 
FF k — ikiii Cauchy Fg JJ, fli] 


lim lim z,, = lim lim æ = lims 
n k E n Tf 


x — A EAUTAT EUER. Xn Weg DAR 
重要 的 特殊 情况 一 绝对 收 全 性 ， 我 们 兽 证 明 , 营 
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>à EAA «eo, 
LU 
»2 之 Tag IM > Ta. 
因此 可 以 明确 地 讨论 级 数 
之 Tahe 
WEILE ELTE RELIER USE] 
hs S, -3 Xs 
就 可 以 验证 上 述 结论 。 AX C Oe AR UE T HIRE USO 的 行 的 和 与 
FERAE — SCC 3, 
我 们 继续 讨论 一 致 收敛 性 的 应 用 和 极限 运算 的 交换 ， 
定理 4 Fn E PATE E RORIS A 


Sid siCE F, 则 
limf F, x ^ 


E |F -F,]- 


证 明 ”考虑 


«I - mB), i 
结果 看 来 似乎 很 平常 。 其 实 不 然 ， 因 为 我 们 需 归 用 定理 2 来 得 到 
下 是 连续 的 ,从 而 保证 也 可 积 。 

定理 5 设 了 是 实 直线 上 的 一 个 区 间 , 令 {Ew 是 从 了 到 R” 的 
可 微 函数 序列 。 假 设 

(i), F, KAF Fs 

Gi) SF. 一 致 收敛 ， 
则 环 是 可 微 的 ,并 且 瑟 =lim Fpa 

证 明 ”固定 =E IT， 需 要 证 明 
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iH n 


i~t 


—-q n qav 


根据 以 前 几 过 的 辣 祥 理由 , IX JULENE BH RF 
lim Fa( -F 0), ste c iu 


XT i RRE. REERMEU SE SCIL — ser RIS R 
T1 ZZ WER, 4 k, n WARE 


(5.9) AOR AORE Fy FG) 
t-g t-g 


KT tAr Ob Eh MAEI KAAS VEDH MESE, 然 

后 利用 坐标 就 可 得 到 。 在 实 值 情形 ,中 值 定 理 告诉 我 们 (5.9) 是 
Qf, ~- f (o), 

式 中 6c 在 + 和 4 之 间 。 TAE 


EMO ~ f.(9) i FX) T. VEZ ta fi l 
i-e t-g : xf. £i 


这 时 , (5.8) uRGET. | 

当然 , EE D 的 假设 可 推出 F, RAKAT E, TE 
U1 — BAE, 0) 6f A EE E -A 

定理 5 EVERI, de ER AET I EBU TCR Rs 

RO BIRER BE P hIEKOTSSF RIB peek 
R MPA 


(DLE) r, X) = im Eit, N A Pete i 
: nd éd 


FELA IDxB tE, y 
G(t)- | ra, AX nix 
jk I Ln RK, JEH. 
G'(1) = | (DF) G, X)dX,- 
证 明 MOEM S5 RBA TE M e aE 380 
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Æ POR B C SOESUT Dt。 有 些 人 喜欢 把 这 结论 写成 
dG o 人 üF | 
di 


WAE S d m, HORS oc jo AE BC XE. 


dX, 


3 ot S 


习 
|l. 设 {f4} 是 一 致 连续 国 数 的 序列 , f。 一致 收 化 于 f，F 是 一 致 连续 函 
Bu? 


2. 设 一 致 收敛 于 F,G,— Scl SUE G, Fn Gu» -- Ted A F 
«F, Gy 


3. fRA, 1J] 上 的 非 负 连续 函数 。 inry foo gc f 
Tp ES? l 
4. ikffnst-XBxLmpaESEUE ^ 
(«9 (2) = f, f(r -gat 
又 设 SEC 类 函数 。f#g 是 C" zn 
5. È 
F(=, y) = 1 z»À, yl, 
MET y- BUT 
lim f(x, y) =1, 
RAEG? 关于 yy 一 至 地 有 
limf (x, y) = x 
w- y 
这 个 结 沦 对 雪 ? 
6. 设 {ex 直 是 任 一 韭 负数 的 二 乔 序 列 。 如 果 人 允许 出 现 se， 则 
之 G arn) -ZO Ex), 
T^ BG ahi) M HEY 
T cexp(-mn :5. 
(a) Moore-Osgood — f ELE TRVTELFR E] {dns} 上 去 吗 ? 
(hb) ZEHK Ern 绝对 收 部 159 
a 2 了 7 e 


8. (JE Riemann 可 积 函 数 序列 ,车 
fs) = [s (4t, 


3t Hig Æla b) E— $98 TW (Gea, 61 1-3 S. 
9. Z f EDLE, If I1, Xl 
$3 fe (9-1) 
nat) A 
一 焉 收效 于 1/(1- f). 


10, i FESEAEN CHemA2S. umso pA Og EE 
F(x+i)-F(2) 
1 


*11.。 假如 对 每 一 个 4E [0Q，13， 可 则 定义 号 上 的 一 个 连续 济 数 fu Xx 
从 到 的 映射 是 连续 的 , 其 含义 是 , E SU SUE, W Fu CP 大， 
定义 

1 
ftat 


并 讨论 它 。 
5.3 £X T mu 
在 实 直线 上 , TERRI TE BUS 30 3:48 98 CLE BE 3688 
RET Jy TERCIO R 
f Cæ) “Ža, a", 
我 们 已 经 讨论 过 - cda 


=Š- r€R, 
xA edd. 2l, 

sinc = 22 (n Mim? zrc€mR, 
eC 07D? a 

cosg = 2 (2n)! a,  z€H, 


1 一 < y , 
I~z e 2 3 iz «1l, 
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定义 “ 设 了 是 实 直 线 的 一 个 子 集 上 的 复 值 函数 。 我 打 称 为 
E ENT NUES 

G) f 5E SUR IE— AOERCU, 

Gi) ZEU, 站 在 一 个 关于 co 的 到 级 数 

(00 Ec" 
HRA s 的 Able puli ACT f. 

Wexl, KA ROA RR E coa. MER 
VERI XR SAREM KEDE ABA Aii 
IYERE ELT iH RKDES ERT ra= 0 的 级 数 ， 

因此 ， 如 有 数列 ao e, anc. CEREO EGEN, TEM 
级 数 
(8.10) 3 T3 
它 对 任 一 z CUR EAR, 8e 0 是 政 化 的 , 但 这 没有 上 什么 总 义 。 
没 维 数 在 某 一 t 尖 0 收敛， 容易 看 出 它 一 冠 也 在 区 间 le] < |i] e 
w. ARAME =i 收敛 , 就 有 

Tira à, t =0, 
MAREN, HO aANM 
|a, t^| «1. 


于 是 , 当 je) < 时 ,我 们 有 ELE 
1 MT Ed S f 
Zac z^ e (4) t, 
(5.11) aa] =% Janz") + 5 la, t^] b l 
"n tæl N+i t 
| Ee WEE ME. v*1I" . 
* le, "| t > » | e 
. A 3*1 i 
出 二 |2/ 村 之 1, 内 而 在 并 区 间 jel < | WERBEN 
JB, Zi gui SES SES PCHEE— ECEJ, XXE os eg 
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lel cit), R Osel, REAG IDR O 
HE EMG IDRA A — 1 C RICE RE 
r-sup(|t|;: Da t" iei, 
c CE CJ de X Re PE, 
(i) Üs rao; 


RKM la| cr 的 每- -个 紧 节 如 上 ， 级 数 一 致 收 化 和 绝 . 


üii) NEN le] >r 的 任何 v, KETUA, 
定理 6 Da Y R. 


* xd MEE TIE 
Wa, wn 


E 4-w 


的 收敛 半径 , 刚 


(5.12) X = lim sup. [«, | ^, NT 


证 明 RANEI 政策 , A 


Far <1, n>N, i 
CT 2 7 v DAP 43795 odi 
i Pu 5a! 
CALES HE n>N, 
B. | | 
04 
L= lim sup [a,]" i 
我 们 就 有 NOE 
je 
2 ET. b m 


d 


现在 要 证 明 不 等 式 r> $. 即 要 证 明 当 0<i< LM rmt 为 
jb, db Oct c1/L, 选择 4<c<1/L， 根 质 上 极 跟 的 定义 ,存在 六 ， 


使 得 
~ 214 。 


lo, i" i, n>N, 
| la, nisl y, 
BI Uccl, VM SURE 5 ABICO, DR Um. 定理 证 毕 。 
设 有 收敛 半径 10 1 LEG MERRIER f: 


5.183) RE f (æ) = 2 ae, — |y | m, 
划 了 必 是 连续 的 。 这 是 因为 多 项 过 (部 分 和 ) 
(5.14) OG) z > arah | 


E |e] «v 的 任 一 RIRE- IRAT S. 其 实 了 EC RAM. 
理 用 是 :形式 上 对 级 数 (5， 13) 求 导 得 到 一 个 新 的 身 级 数 


(5.15) S na, anl, 
-n= . 


IR i 
lim n!” -1, 
Fg. 15)9f i5 AKG. 1 有 同样 的 收 策 半 从 BM. B 
求 导 所 得 级 数 的 部 分 和 让 Jel <r 的 紧 子 集 上 一 致 收效 。 沪 部 分 
和 是 
j pL) = S kapat, f . T 
E kap ， 一 
在 每 一 个 闭 的 有 内 子 RR T. Da 一 致 收敛 于 J, p, 一 致 收 售 。 根 
据 定理 5, f 可 和 被, 并 且 ， | 
f (&) = Jim pie Y nas att, 
n d "n-Q 
UST PERSSE EH» f! 是 可 微 的 ,等 等 。 
“定理 7” 每 一 个 实 解析 函数 了 是 0 RRR. xta. 的 分 域 
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中 ， 
LOB Èa, (2 — t)", 
Jw O3 euh) fO n USER IH S RRR AMDI n yo 
aca: Mn Rl. 特别 是 
al jodi | 
这 看 来 可 以 使 我 们 弄 明 白 一 个 麻烦 的 技术 问题 ， 尖 我 们 定义 
实 解析 函数 时 ， 要 求 在 它 定义 域 ( 开 的 ) 的 每 一 点 可 以 展开 为 一 个 
收敛 的 兰 级 数 。 然 而 并 不 能 直接 地 把 函数 定义 为 其 有 这 种 性 质 的 
一 个 单一 的 收敛 短 级 数 的 和 。 我 们 需要 验证 的 是 ,如 时 
TORDNA | isl «v, 
TIIE —r, r), WAK t 附近 有 一 个 (wv 一 Oi EROR ECC 
Y f). issue dido 
fis) = XZ Lm (ot), 
它 为 什么 或 江 呢 ?我 们 反复 求 可 得 
fs SE- 1) G-nt1a, t7*, 
i STLA 
af = S(p jaen 
形式 上 ,我 们 有 有 
ROIC D $ ED. -a(o 


gm 


= Xa 3i) o- 


er 


a 


Alt t (s —£)]* 


M -. 


-je 
在 二 重 级 数 绝对 收 敏 情 况 下 , 这 个 计算 将 是 正确 的 。 用 |as| 代替 
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es H ERZE, H let] R-i), EEI i 的 计算 。 
lt| + le-ti] <r, 

Zr sk HORS EUR, FERF 6 JECRCROT EIE jm — 6| <r- 
|t! Emu. 

结论 VRfÁROPAU Laud, Ws f 33er 24 
仅 当 定义 域 辽 可 以 被 开 集 族 所 覆盖 , 和布 在 每 -- 开 集 上 ,7 
MRE ROJ it ， 

H 息 基 我 们 在 0 T—— "m "m 在 T 
dt f METER Mc 15] 6 26 lc] 和; 


fo) = 3 g” 
RNCAAEWERH. B- BWA O RAB 15 5x 
数 只 能 是 LE. € E 

NES 
所 以 , 给 定 一 个 C 类 函数 f, 我 们 写 骨 形式 级 数 
(5.16) | XZ Ll goxgyan, 
— — 我 们 提出 两 个 问题 
j; (——— MP 
ARUM CÓ) - 
2. 若 级 数 在 0 RU— 4r SESLALUCANG "E ep fo 
出 定理 6 可 得 到 问题 人 的 回答 : DOLO 16) RAE o E 
E DEVE d 
lim sup | i-re] X < oo. 
假如 级 数 的 收敛 半 答 是 正 的 ， 此 级 数 仍然 可 以 不 收效 于 了 。 这 种 : 
情况 的 典型 例子 是 : 
f) =exp(- < "m r0, 
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J(0) 2 0, 
-这 个 了 是 实 直线 上 上 的 C 类 函数 ,并 且 
f9X0)-0, n-0,1,2,-- | 
内 此 得 到 的 关于 2=0 的 级 数 展开 一 定 收 仑 一 一 但 是 并 不 收 伍 竹 
于 (顺便 说 一 名 ,在 区 间 o 0 Fn c0, f JESCREUTIR EO. 
Taylor 定理 给 出 了 一 个 实 值 西数 用 它 的 Taylor 级 数 的 部 分 
和 米 关 近 时 所 产生 的 误差 的 表达 式 。 它 指出 ,第 % 次 余 项 " 
Ra = f (a) - Si g- f (00v, 
可 以 由 下 式 给 出 
1 TN nt 
Ay) T WERDE D (pajar t, 


起 中 0<9<s1。 这 可 以 出 中 值 定理 得 到 。 RIERA AN 
一 种 形式 , TOR UT 3c iR 
定理 8 设 J sd Cr eS odo 


ET 


R, æ) =f (e) 一 一 J (On , 
b ' E ` MINE LE i o n "ho. d 
^ Rila) JS ftm (d ~ 2) di, 
n! Jo 
证 明 设 
"m =s "- fe Gn - (di, k0, 5, n. 
分 部 积分 后 得 到 
gx) = uf "(0) + jy), 
ple) = ra HON f 
AR IG, Ja (x) = JH, Gn), 
BT RER 
. M. 


TRE D 20, 
FERAM KEKR AR. E m >0, 出 于 了 在 f=9 附近 
下 HRT n WRAK 
2 Lf) Ga)" 


Ko. BU. Fayz nne EEL, 
sofa) {i)i -1yp ese Ae 


于 是 关于 e 的 形式 级 数 是 
EE E QUEE JE CRM 
Inm 十 之 fc : ( E ) A 


22 38 G^] c CE (8 ARE o. RAAE, 2o). ERRAT 
Ine Wi 2 FUSE WESS c £C, TERRI L7, | 
我 们 常常 作出 im 关于 = 工时 的 级 数 展 开 , 这 ENE, FH. 
UR | 
(5.17) In(l-az)- P D a, "T 
这 一 级 数 记 可 过 对 级 数 l 
i 
直接 逐 项 积分 得 到 ， 由 于 (++2) -1 的 级 数 在 (- L DENTAL. 
R kA, 因而 逐 项 求 积 是 合法 的 、 
pig 很 入 以 前 , 函数 
Jte fex. Te Hep o LER E Qo 5S 我 们 如 果 把 : 
Fa d Ev - E 
rea a i 
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à EE wer 3 — Í)” d 
(5.18) ies mc geben 


而 且 级 数 在 z= 工 或 z= - 工 并 不 收敛 (因为 一 般 项 不 趋 于 0)， 为 
FAA ICE SL MES 这 一 函数 并 不 像 玖 数 In(4+2) 那 样 ， 它 在 端 
点 的 紫 质 是 不 厌 的 ， 然 而 这 - :函数 的 尹 级 数 在 区 阅 端点 的 性 质 基 
ER, ik RUBRA e 的 实 秆 范 用 看 问题 。 也 可 以 对 笋 的 «c 
得 到 (5.18), Wir CEN E, (O Ha) t 并 不 是 处 处 都 有 好 多 和 狂 
质 ,例如 存 点 z= +i 就 不 好 。 


A g 
l. tiep tRI Ary RR. 


2. Wb 


DE 
We LN 
Sud iir Hz? 
3. d 
* $ — E 
#20 


AINA EEH- 

4 ma tr) ez, 

S. 4o S T 

MAD QE m -lc<rel, 

FACU 类 半数 吗 ? f ESSE KO3? | ! 
6. AUSE 列 一 致 收效 于 不 是 ELLE 。 
T. kf 50 S949 CLERI SERE GR. a 


f) 一 DEL 
ll I X lad, 


qe fuc fil o0. TE O KERIA Sar "mo Soo 
8. ( FILHA SER Ce kiat f()-0, 4 


i 
PA z=0, 


"ii g(z) Æ C* RAR 
$9. :E3)E B RP Fen f t Ct Ra ROG -en 
lim fr) =0, 


f al T 
或 者 订 六 写成 
f (7) =x gle), 
xr sm Cg ELo(0)--0. 2f ERRARE fA 0. e A 
Tig z AH. 
000. Af eANCUM- 个 区 河上 的 实 解析 函数 ， 如 果 存 在 点 列 
zo 专 四， 使 得 | 
f(z)50, n51,2,3,- 
limz, =0, 
证 明了 =0， 
也， 证 明 两 个 实 解析 时 故 的 各 是 实 解 析 阔 数 ， 提 示 : AAAA Ie cr 
d | . 
Fesa, ga 
Tih- r, rpi S x, uH 
E teat an itn mS 
12. aa VRE E PREZAR SARTR 提 
示 : 若 9(0) =1, w 
ixi. 
< 9 Y-k 
式 中 有 (2) 章 x=0 NERE 
13. 证 肯 由 实 解 析 函 数组 成 的 复合 顺 妆 Exin M, 


5.4 ZEFA 


30g fPSEHRDPHE—Y n HUE RUE ER CDELRCRE FH AR E 
AUPHEÉEQ INR, eRIERSUTDEOPIGGNTNGUMI 
. 391 


wenns. : Xt 
关于 原点 的 个: SERN ARARA IEIR 
(5.19) > ts e ho ea, 
式 中 每 一 个 Gy e, F yp LA ZRH ERRAN. PiE 
i38 5.19) ^37 


(5.20) P2 d, ch, 
Lk H 

3X n em yn, EET RI ARRE), 并 且 
小 = = ope Now" 


EENG 20) ES TIT 13 29 384 B M SER EKT 
(ux APNE REANO MAE B REIR ENEA N AR 
数 ; 
(5.21) 之 ax oz | < eo, 
: 央 此 ,上述 不 确定 情况 对 我 们 不 会 造成 什么 麻烦 ， 其 实 , 在 (5.212 
的 意义 下 求 和 与 项 的 次 序 无 关 ， 它 表明 存在 数 M eo, (OU fl 
量 ) 指 标尺 的 任 一 有 限 集 , A 

D leon] M, 
d HE DARE E , (5.20) 的 项 可 以 按 任意 次 序 求 和 , EAI 
总 是 相同 的 。 下 面 是 许多 人 认为 最 自然 的 求 利 次 序 。 
(5,22) Py(z) = pa Ay x, 
BU Pu) ERA EC mE bon 路 等 于 六 的 一 切 项 la,c* 的 和 和。 于 
是 级 数 可 改写 成 


(5.93) Dipi" = È Pyle). 

k N= 
.后 一 级 数 的 定义 是 明确 而 令 人 满意 的 。 级 数 的 者 分 和 是 
(5.24) Kyule) $ Pale) c + Pam). i 
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= > ay &*, 
ikt «x 

如 果 这 一 短 级 数 绝 驹 收 散 ， 它 就 确定 了 求 和 时 对 项 的 一 秘 排 列 次 
H. 

$9. PRA 4, [nd «1, 则 宕 级 数 

Das m Aeee 

HA. ER 
(5.25) eu, mln jou Pre + dos] + fe") 


Py E | 
之 lg | «(a uu L2 7t (1 — EA pah 
MAZE (5.25) 069 X gis Rep IE 25 87 得 到 
P2 (1 -- vi) 1. -cu t 
设 级 数 (5.20) 在 点 工 = (6, i. JAHR MENEN JE 


BR, llt]. R As 
Electi! lg, [m le 

SEa] jt ps dein 

«oo, POP. n i : - IDE 
因此 ， EEH Iir, Iz, | [A ], =], serg ni b, 243—996 和 
2f x ee. E 

没 级 数 在 对 "E uev =, Mega 

: 市 这样 性 质 的 实数 中 的 最 大 的 YLOsT<e) 就 是 óc rr) Sic 


ERE SCIT RERDCHOR S r= ny c DL: A E 
Laser WE HE, Ede onim rro. irm, EA 
e y* 可 以 在 发 方 体 jz| < NES: K% 
BERTI e. A ly| «1 dri dc HERNIE le] c, ES 
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TRANAS Ae AP Ad: c Sc RS. x3 Gc ic ie d EY EET 


用 对 称 长 方 体 的 原因 ， 

定义 设 了 是 - 嫩 的 子 集 上 的 复 值 函数 , 若 

(i) FELRE R 中 和 开 集 U; 

Gi) 对 每 个 toED, FERAN 

È aele =ar)", 

CE ro Hop (AIAD KAF 了， 则 称 AXE OCT R 
数 。 

ERI G-DRAKO SAX. A 
(5.26) f (a) =D a(t- ro)", 
Ui] f 06) fa 3c p A MARERA ETA 159-301 , A 


(5.27) ar go? BAN 


证 明 浒 (5.26) 在 wo 的 一 个 邻 域 中 成 立 V, Wi HER A HUC SOR 
fika 720, Hij, BEEE t= tys M UC, ees Ejas 
Bas 15,45, 77, fS) n, RRIK. AET, F -pe 
存在 并 且 可 以 逐 项 微分 得 到 .于 是 系数 的 公式 (5 27) 可 直接 笠 到 ， 
我 们 提醒 读者 注意 ， 式 中 记号 是 ， 

ki = hit 
D*f = DY... Dee f 


gil qd l 
-GzP mk 


和 一 维 情 形 一 样 ， 也 可 以 把 给 定 的 函数 展 成 短 级 数 。 A 
数 用 它 的 Taylor RRN KEHADE 我 们 有 关于 余 项 的 一 
A Taylor 公式 , 只 限于 讨论 余 项 的 积分 表达 式 。 . 
定理 10 HUE R PRAGER, f 是 口上 的 C11 
函数 。 落 | 
:s 224 4 


| 人 人 f (2) - pr D f) > 


JyG)- a me de 1) dt, 
证 明 在 0 的 给 定 邻 域 中 固定 *, 令 
g(t) =F (m),  Osxtxl, 
于 是 , g J X RI LO, 1EM C*+! 类 函数 。 我 们 有 
PD S (Ds f) Cn), 


g^ (1) = È ti aD DJE), 


gy = Dl aem. 


drei 
这 时 算式 对 M =0, 1, e, NALIA. BADR 


Sit 


是 a* EAK > 其 中 Li = M, 给 定 kis a. Kus kite h= W, 有 
MV/EY ARA IAEN RE C i e, 2)。 其 中 工 出 现 丰 次， 2 出 现 
如 次 ,等 等 。 于 是 ， 

WO P eH -æ*( DF) Gr), OSMEN +L 
im s tin 

g(1) = 25-490) + 对 prh PO a-pa, 
BRA g) s KE 

f (2) - OR 


~= (N+1i) Y 2 f paa- t)" dt, 


lklm X1 Ey 


-—À 


系 HS RURSUS ASA CT: ei ics (0) = 0, M 
f (a) =] fi) Toce falt), 
式 中 fu cs Fa EREA Oti BRE C" 类 函数 。 如 
果 /中 C RRR’ RN Si eo fa BALAR RAR. 
证 明 在 六 =0 时 应 用 定理 ,有 
f£) -7(0) = Sie, (Df) tà, 
FU D. f, o, D, f RO RRR 每 一 函数 
fii) =] Qf) tot 


ERR ESEC RAA. 则 每 一 DD,f( 因 此 ,每 一 fois 
是 C RHR 


Jy S 


1. & FEU ERSSUREUSNG o V. E PURCICRENG N 
h(x;y) = f (2a(y) 
RU Leia. 


2. Wf ERAR Ei Cn 关 函 歼 , 证 明 存 在 叭 一 的 一 个 次数 不 超过 
NEZA P, EA 


h(r)- zx Tir’ Tem re Rr, lri <i, 
HGR |k] E M) SEND 
(Dr 5) (0) = M1. mE 
4。 设 了 是 所 点 邻 域 上 的 实 解析 阔 数 , 若 (0, 5, 0) =0, 则 
F (£) =x fila) e c xf (x), 
式 中 £i …，f。 是 原点 邻 域 上 的 实 解析 函数 。 


5.5 复 * 级 " 
RRR 
. 226. 


rog i toO nS . 2 MEC un _ 
PR ei PME S Y *. B. Pj 
SIE i 


NEHER. EJXdbiW— rem DA 以 及 可 以 
把 种 种 不 同 的 对 象 作为 wy : 然 屏 癌 出 它 们 组 成 的 冠 级 数 是 Tix fk. 
在 本 书 中 ， 为 了 讨论 e, (CHAT AA, RR RRRA w 
ue. 也 村 以 用 级 数 定 p sin A, cos A, X 1A | e i Inc +i), 
E, TEA UN SE d FRA 第 阵 还 不 是 最 一 般 鸭 。 杀 小 本 
苹 也 允许 是 算 阵 或 共 它 各 种 数学 对 象 。 显 然 ， os 
一 切 可 能 的 箭 况 w | dese ly 有 页 人 讨论 一 s Ou up ARES iem E 
的 情况 。 
RHE ETAR | 
(5.98) Ža, 2 


AIP o, 是 复数 , * A En CES IDEE E UOEURS TE OPERE 
dir UC CO. 28 "对 特殊 值 ?= w CS MEFA |z| < jw, IO DE 
EAR- Sol DOR ESX. VEU WEB REFER CO. 11)-- T6. T4, 
BRAZA n, 它 由 下 式 给 出 ; 


1 gm sup:a,i ^, : 


EED, = (n lal n UT ERUNT OPNS. XO > 
E) rà 2. 级 数 不 收 敛 。 

证 我 们 考 工 有 正 收 伍 举 径 的 宕 级 数 ,研究 级 数 的 条 函数 ， 
(5.39) f (2) = Saz 2j *€ D. 
RIH 7 是 有 良好 性 WO ER, 在 仁 么 意义 下 PETRA, 


ftit ri Sis 但 是 ,让 我 们 像 学 先 对 实 寡 级 数 记 做 的 那样 , 先 
必 一 些 形 式 上 的 讨论 ， 设 ED Wl 


(5.30) lim L6 fm) - S na, ri 


£7.25 2 — žo ey q^ 
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这 可 以 用 我 们 在 实 轿 级 数 情 洪 时 合 过 的 团 样 方法 得 出 。 也 如 以 像 
下 面 闭 祥 直 接 证 明 。 设 


p.) = 2 az 
uA, 
im £30 7 P409) 2 S pa get 
lim Pns Eka。 
同时 
TOS p s pa SP) (4-3) € ale) 
z — žo z= k=ntl 
i E p - 

5 L0 fà, 
(ooo) mrs 2 一 为 “ 
现在 

Li zB = | 二 | cl， 
sub co maxi], 11], 于 是 ,从 (5.831) 得 到 


lim A9) =P) > FO =f), 


— žo Z — 29 

JEE NEEF 加 RRE M — ELE REEL E A i R BS 
UH. 从 而 得 到 合 .30)。 现在 ,我 们 可 以 介绍 两 个 定义 和 和 一 个 定理 
Ts 


EX 设 f 是 C 的 子 集 上 的 复 全 函数。 阁 
(i) FEREC HEFE, 
Gi) HHE- aED, GERT zs UE 
Ša- 2)", 
'E dE z Q8 AURI CCP FÉ a), RR S ERR Ce tk p 
X. | 
. 228 è 


(5.80) F6) = um E - 


存在 , SEA VAR. S E n ME RECS] CLE a 4 MUN. 
ERI 一 个 复 解 析 范 数 具 有 各 防 复 导数 。 如 果 在 为 的 邻 
域 中 ， 
MOL Dal- 2)" | 
V C faj- RIR F GUAE n MILEA SO E J OR n VIE 
AAO EN IRRA 特别 有 
1 "n 
" Fa). 

51 73 TE SCRRUPT A E E 65 IPER TE E 73 2 n] DA WER pA 3€ 
JHEOA ACUO EUST BETSEPLEEAE. ds 
ARR ES ERICE ERU RU. RTI X 

di 3a iz| «m, 


d. 


HEA lal <r 则 

fo È TJO) G-a), jz-al<r- lal. 
SUE, UT LLADU EBEN 

(i) 多 项 式 ， 


P(A taz Gn 7 . 


(i) 指数 函数 ，- 


ed 
z= IRE. 
S " á 2 nE j 
Gu) ERAY: | 
inz- S dee )m.- Sari 
SENS Zu CESSE ; 


GY RAAM: 
»:229 。 


(Et. 


coss Mus 
err (nq ^ 
LA bodie Ms E Qu HON ` 因 此 着 . 
ir pic fe ?1 gu 


g(zx) —sin s, 
Ale) = cos z, | 
N P= f g- Ma-g o 
“RA RIDEI HG CARI BAA UCET RNC 
定理 12 ( 恒 等 定 理 ) Df ROERBPBIOEOTAOD LA H R 
惨 数 。 假 定 存在 由 不 同 点 arE 厂 组 成 的 序列 , 使 得 
y o Li) fèn) =O; 
Gi) GE BCPD P AC 
Wf -0. | 
证 明 为 方便 起 见 , 设 ao = 0。 我 们 有 


HOE Dar P, — dsl«r. 
n 


由 于 f (5) = 0, lim 2,- 0, 故常 数 co = (0) 90, 4 


gD =E et, izer, 


于 是 f(2) =zg(z)。 现 在 0= ag) JERBUP 2 2 2，… 各 不 
相 癌 ， 可 以 认为 它们 都 不 是 0 于 是 9g (2) = 0, 绪论 十 0) = 0， 
Ees 0。 现在 再 对 9(z/z 再 多 上 述 的 论证 ， 由 归纳 法 就 得 到 对 
— Ula, 有 ms= 0, 

我 们 刚才 证 明了 :车 2 € D, 并 且 如 果 存 在 各 不 相同 的 所 成 
WAP, MER fG)-O, JEHz clima, WE a 的 一 个 邻 域内 ， 
FG) = 0。 设 六 是 由 这 种 点 加 组 成 的 集 ， 而 点 为 存在 上 述 性 质 的 
序 人 让 to)} 。 我 们 已 证 明了 下 是 相对 于 刀 的 开 剑 。 显 然 , 太 是 相对 于 

a 230 » 


DW. EREI N 非 空 。 由 于 刀 是 连通 的 ， 所 以 ， 和 = 也 
《 它 告诉 我 们 子 = 0), 

读 客 在读 了 实 将 级 煞 以 后 再 米 学 习 基 于 复 寡 级 数 的 内 容 可 能 
会 觉得 乏味 。 虽 然 , 我 们 早先 没有 叙述 但 最 然 , 恒 等 定理 对 区 间 
上 的 实 稻 析 次 数 是 有 效 的 。 应 该 指 记 ,研究 复 解 析 函 数 龙 重要 的 ， 
它 和 我 们 兽 经 讨论 过 的 那 种 分 析 具 有 十 分 不 同 的 品质 ， 它 同样 是 
一 各 引 人 入 述 的 对 象 。 队 这 一 点 来 说 ,让 我 们 来 于 看 原由 . 

如 采 我 们 象 5.3 节 涯 样 进行 讨论 ,看 来 很 自然 地 ,我们 应 该 证 
明 Taylor 定理 的 复数 形式 ， 其 实 不 需要 这 样 一 个 定理 。 在 数学 
中 全 得 注意 的 一 个 事实 是 :车 了 是 复 可 征 函 数 则 了 是 复 解析 六 也 
就 是 ， 由 一 阶 复 导数 的 存在 性 可 推出 (y 存在 各 阶 导数 是) 广电 局 
部 收 分 的 寡 级 数 的 和 。 在 导数 是 连续 的 情况 下 ， 我 们 以 后 要 证 明 
这 一 结果 。 这 一 结论 和 实 直 线 的 情况 形成 鲜明 的 对 比 ，3 rd 
我 们 要 仔 纲 十 研究 实 利 复 导 数 之 间 的 联系 。 

设 了 是 平面 上 原点 内 近 的 复 解析 函数 ， 

FE ant, s€D. 
THOME 等 同 起 来 , WIGER LURAR. CER 
Fatih ERARE e, y 的 函数 ， 于 必 是 REEN A 
数 。 Bum fiy HOUR eM yU ERAR, ism -项 


z ji RRE 


f(ztiy)2 21a; (o4 iy)” 
— jg ; . i SD. "us l uo. b E Er . : 
(5.33) l = $a, ( ij sica 
i ? n EURA T AEA 
m qa = > Crp aty"; i " 
zB Nes 
CETT GNO 
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RTE d | 

b j Cas ary? 
TARR, Sp dec. $35 REA UL AMA. 加 此 ,以 把 
Ealt ip ERA. MER 

Eee Xie Ce lop 
Gd —ó BUE, 3ekIDSUORdE AUS, XCAGRENULATR OE S. ND 
le] + Iy| «v, WZ ERMENEK 3t H. ERRA T, 8 的 
Stk: os E. i 
$10 TERG Aes y d PAE RIRI. ARA 

方法 米 了 解 这 一 事实 ， A T 选 哪 一 个 才 好 昵 ? 这 倒是 困难 和 的。 或 
许 最 明显 的 一 个 方法 是 : 

(s f. 
显然 , 对 z= Ea, (r + iy)” 如 何 整 理 略微 有 点 ED. 我 们 也 可 
证 明 9 不 存在 复 导 数 ， | 

lim 2%) - -g0 -lim £, 


ab: . z0 ž 
tT 
原点 ,wz TL 

B BOMBE, PG is) (局 部 地 ) 是 <，Y DERM 
就 意味 着 
Po - 
是 C0" 类 函数 。 有 另 一 种 方法 证 明 了 有 各 阶 偏 导数 ， 并 且 要 使 RP 
上 光滑 函数 是 揽 解 析 的 ， 有 各 阶 导数 是 它 应 满足 的 必要 条 件 。 在 
仙 织 这 件 事 时 ,我 们 提 想 读者 ,不 要 把 复 导数 和 了 的 梯度 相 混 满 ， 


车 复 导数 
f'Go- lim f (2 - JG) 


Z-—-20 
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FERE, 则 当 < 洛 生意 通过 的 直线 趋 于 ze 时 执 限 都 存在 。 了 在 2 
SG COO Vl Hb eo 71 V itr f e pe os | 
Du) Go) = lia E Lerun ~ 


alim JC bd EEACON 
¿on i40 
E wj! (zo), 
特别 | 
y id 二 Z 
(5.34) 
到 ， ef. =f 
ĉy 


HAERES, WO 存在 并 且 是 RU GO. 重复 应 用 (5.94) 
LURE T C 3E. 我 们 也 得 到 了 复 可 微 性 的 一 个 重要 
RPL 

定理 18 设 了 是 平面 中 开 集 避 上 的 CI RAAR W 下列 
信件 是 等 价 的 。 

Ci) Ff EULERI, 
Dri c0 (ERAU E). 
(ii) 4$ u-Ref,e-lm f, 则 (在 整个 0) 

Ou OU . Qu | — Ov 


Qc ôy y | O^ 
证 明 dE(5.34) m, BERT HOHEN GD. Hu iv I 
Ef, PERRE OCA REDOERBISOSEEIEBARO, WARA 出 
(让) 和 (Gi 让) 是 等 价 的 。 若 人 i 让 成 立 , 我 们 需要 证 明了 在 zn EU 是 复 
可 微 的 。 不 戎 设 加 =0。 由 于 了 是 CC 类 函数 ， 对 一 切 靠 近 原 点 的 
2-4 iy Wa 


Færi - F0) =ef QD oda [| DAA, 


cii) 
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XU ALHE 5.9 REIRE, Ho UU] EUR FEXERR 9.7 的 一 个 应 用 。. 
位 说 穿 了 是 微 积分 共 本 注 旭 应 用 于 区 间 0<tT E BUE gE) =， 
Fad. ARDS, Dif 有 关 的 微分 方程 (这) 中 ,我 们 有 


£0) ~ f) =sf 002a. 


lim Fay- f (0 -lim f. (D. f) adt. 


REDS Ritt, ERE DOO. RUN S AA 
FJ, 3f B.(5.34) f vr. 

AUNEUE di) 中 的 方 狸 是 Cauchy-Riemann A32, WGA 
Cauchy- Riemann 条 件 。 条 件 


是 对 O REAR SAOR -个 简便 方法 。 车 也 是 Ce REM 
( 它 是 自动 成 立 的 ， 不 过 我 们 荔 在 活 不 知道 )。 我 们 可 以 微分 Cuu- 
chy-Hiemann 方程， 得 到 


Qu Broy 
gh up 
Bov ap 
3t B. 因为 混合 偏 导数 是 相等 的 ,我 们 得 说 
Bf PF 
(6. 35) — | Aut $5 -0, 


mm 35) 叫 做 Laplace 方程 — Af 
j& 5 nS 89, 3f ELA C? RAH. S KRAER UN 
EIE MEE 


53 EH 
]、， 芳 了 是 w 的 邻 域内 的 复 解 析 函 数 , 出 
" 234 a 


POLES su 2 e 
T o : : tito 
Af] BR IHE opo ER. ar 

3f EELSED LIsiigud Ur Bonég$ge Gk wcD,. ni 


2. 
XE--n 
EE Agu > maggal) L 
AU; DLDIEHRUA 数 , 并 二 91) 0, 
3» 9 Ze (07 13:5 0 x d gu, M - 


p: un due m ES ELEM 
I if RIED Enetzigiioma, de f tin, 则 于 -— 
5. bf RYGRIMED LARRAK 520. 则 了 是 当 数 。 、 
Hf) se C MA eer Eo euet, 通过 计算 直接 验 


B. 
ES PRE EWIN. 
证 9] Cauchy- 


,在 平面 上 用 z-rcosd, y-rsin9 5| Sb Jh dg. 
Riemann 条 件 可 者 达 成 


i êf [ af m 
$us : FaF tE 0, 
8. i tf cEmPpupe Cs. XIB f I E-ROE qid NEG 
"jf ) f z f (2) JE IAA F 
j- " wE 2 ARS. Jj u 25852. 


Vt ud 证 明 ;省 


9. i u h 
10, Him 
lal +2), [zl<l。 | 
当然 , ACENEexpün(la2)2142, SRAT X exp(la(lez)) -122, 
1l. 证明, 在 原点 的 邻 域内 , 不 可 能 推出 z WPNE, deu zm 
uc HH TE Hg USED XE REDE RR f. 使 f (2)? - 2 
*12. SEUIZEIELALBO EARTE z BREEZE Se nn. 
13. WHA z= EDA EE A REE VR F:I dum J. 


14. 用 等 级 数 定义 (对 复 答 阵 4)“ 
ds dp Al<L, 


证 明 exp(In(I - A) S P444, 
15. SNA bx b jugo, CAWN =0), MRAN B, 有 
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diN=e’ | 
10. iH ER E8g Jordan HEW, 证 册 指 数 映射 
A——3 et, 


JE Rx ERG EE Rx Rupee E. 


5.6 复 解析 函数 的 主要 结论 

现在 我 们 对 复 可 微 性 是 有 点 了 解 了 。 我 们 将 要 介绍 在 复 解析 
函数 研究 中 的 一 些 精细 方法 利 结果 。 复 解析 丽 数 的 一 部 分 特殊 性， 
质 可 以 从 很 基本 的 平均 什 性 质 得 到 、 

SH his [2-n| o) 是 复 解 析 函 数 了 定义 域 中 的 一 个 闭 
Ju, jt 
(5.36) f = | fév oe)dà, 

证 明 bf RÆ a 为 中 心 , p 为 半径 的 加 内 部 和 贺 半 Do 上， 
KARRAR. RIRE S A C, 上 的 平 的 值 等 于 了 在 Co 中 
心 的 值 。 要 了 解 为 什么 会 有 这 一 情况 并 不 困难 。 为 简单 起 见 ， 令 - 
m-0, qp 


"MOL ons [21 «e, 
i2 = ` a ina < 
Jf (te ) A^ e'"*, — Osr«e, 


Lo " Pop de = on. 
2r E n=0, 


如 果 *<e, 则 (根据 级 数 的 一 致 收敛 性 ) 


zz A Sa. T. i| em dg 


=m = f (0). 
- 236 ~ 


畴 来 似乎 已 证 明 好 了 ， 其 实 还 不 完全 ， 假 设 是 说 了 在 |z|<p 解 
Hio RITER T . 
FO) d. fietae, re, 


3UB e 是 二 关于 原点 展开 级 数 的 收敛 半径 。 当 了 是 iz] xo E 
bi oit f TUNISIE TUE p. bep pum 3xik— 
定理 , 但 我 们 并 不 名 道 它 。 我 们 前 对 se<po 的 可 能 性 ， 
定义 


(5.37) Dy a | f(re*)d8, 0<， «p, 
Ju A: fe deri | 

él ^, 

n ^ "r 


我 们 要 验证 roei AE i —€—R 因此 有 关于 往 癌 


人 e 1 
21 ye lm f (te) - f (rg en) 


tarne t> To 


e e^ if^ (89) » 


2 (20) = 4$ zo F’ Co). 


d E dA 
ef .ar . i 
Tar t*3g z0, 
ci 1 人 T 
ev em up ME 


xt /85 guis 


y 2M EE" 


一 uS Lf (re^) dores] ta o 


- 237 * 


HERIR IET. XE. A d trh hr, (0). 
f (0). APERE T FETE. UU og 
许多 人 更 喜欢 把 平均 和 值 定型 中 的 称 分 与 成 区 BL, 21. E PR 

Xi (0) = pe? 的 Hiemann-Stieltjes 积分 。 由 于 

ntu 

& zd0, 
Et EA CR fol 9. 中 那样 ), RID EE FIAT R: 

mob rud. 
FO SL [' Casto. 


Tc BUCHT ERES, KEET TEER T- 19808 ROO Rs JE H 
是 在 许多 方面 更 * 自 然 " 的 方法 。 按 实际 情况 ， 这 一 记号 的 缺点 是 
没有 指明 和 [e| = 有关， 换言之 , 为 了 把 :看 作 9 的 画 数 ， HORS 
ERA o 并且 因 定 |z| = p, 对 积分 的 记号 理应 反映 这 一 选择。 
BUS B 3S g 是 在 图 |z| = 上 的 任 一 连续 复 信函 数 ,我 们 定义 


J. xà gdz. 


EE KE: 


就 是 积分 PI aci 
I. g(zdz(0),  z-—pe'*, 
读者 或 许可 把 积分 
| ode 
看 作 一 阶 微分 江 式 
g(z)dz = g(x, y) (dr +i dy) 
在 圆周 |z] =p 上 (说 反 时 针 方 向 ) 的 线 积分 。 这 果 它 上 内 是 一 种 简 
定理 14(Cauchy) 若 f 是 以 原点 为 中 心 , 35187) p BER IRL TE 
[ 它 和 包含 一 个 开 集 ) 三 的 复 解 折 瑟 数 ， 则 
=。 2383 > 


(5.88) fw)= FO d jaoj<os， 


du lalme d —45 
WEBB Mo. S$ 
ioana OT. 


z— w 
HA RIVER giw) - «e f^Co), WTF EARR, WM gini 
OTW. XJ 9 EREE) 值 定 理 : 


07 g(0) | 
mb dis 了 
an a 00 cde 
ES a HOR z latmo 2 一 ag " 
33 d TT AC nd (3 
1 
p | agtw TT ba NN 
Ati FRE, Cauchy 公式 、 在 直面 的 系 的 证 明 中 ， mi. z HE 


级 数 展 开 , 就 订 以 清楚 的 看 : 到 十 述 计算 是 正确 的 。 EE 
RO Uf ROPAED ERO VCBEERUTIG ons ED pA, T— 
为 中 心 的 会 在 了 中 的 最 大 罗盘 下, 对 了 展开 的 震级 数 收 敏和 于 了 
证 明 木 妨 变 z=0。 设 闭 圆 盘 zs 包含 在 如 中 。 要 证 出 
dd lso k, f ATERAT REKAT 了。 XS) 考察 
Hi (5. 38) 给 定 的 oy RA. a sje f jw] «e, 则 


所 以 da er. ed 


KHP 
EE Lis fO. 
(5.39) Ar = Fyi his SUI ei, 


这 一 引 理 去 控 了 以 前 曾经 使 我 们 感到 不 方便 的 一 个 细节 、 要 
理解 这 一 点 , 读者 可 以 从 复 解析 函数 的 定义 出 发 , 青 仔 细 想 一 
A RI A AE 

定理 15 EOE) IA 

证 明 Mosen A, RM. gud 
Ji. 这 可 以 像 在 实 直 组 上 那样 , 从 PE 
ib 


POE E RITES. 
Ro han 
人 微 的 定义 立即 可 得 这 一 


frd tps, 我们 给 是 了 cedo ibi PES Cg S uff 
CH 类 函数 ， 邵 它 满 中 Cauchy-Riemann 2&4b. SÉurE / A ari 
Mb uc SCRESUBSCCURIL PERES Ig UB A CL EA P G, o 
JPEN, WEBA S fe HB E e EAT S, Vk w Ae hr 
lwj <p, X 
A sd. ici 200 "m 


i gw) ario 
mu, ETHE wik, 9 ERRIA: 而 9 在 包 是 连续 的 ， 我 们 
要 求 


g(0) = al. g(re*)d8, v«p, 


为 了 证 明 这 个 式 子 , 令 T(r) 是 右边 的 积分 ， 出 在 0 过 7<04 k Ir) 
是 连续 的 , TRE T dE r= [w| 处 , IERE EFT Ew 
处 ,9 是 复 可 微 的 , N 
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2m SR AE raal 


"I 
dn e] XT AST pr OCEESHÉB TE C HIE HI FE UR 


dl 
de 


所 以 LEA. 显然 ， 
lim I(r)-g(0). 


=0 (ræļw]). 


MS 


RR RINEBIT Eg BST ICE 
IO) =; [' s(oe'ae 


1 g(z) 
= .dz 
. 2AZ (NR z 2 


= E E 本 COE Brus -w 


Ari ls:1=s 3 


xot. ic. FAO) 2 da— f (s), 


~ Oat Jiz 2—10 
所 以 Cauchy 公式 对 三 有效。 积分 公式 使 我 们 可 以 把 也 直接 展开 
成 关于 原点 的 等 级 数 。 | | 
” 早 些 时 候 我 们 曾 说 在 没有 假定 j 是 连续 的 情形 下 定理 15 是 
有 效 的 ， 也 就 是 (在 开 集 上 ) 复 导数 的 存在 性 可 以 推出 解析 性 。 我 
们 已 给 出 的 证 明 也 适用 于 郑 种 情况 ， 然而 论证 并 不 简单 , 所 以 我 们 
gius T. 
下 而 是 平均 值 性 质 (或 Qanehy 公式 ) 另 一 个 基本 的 系 。 
定理 16 设 刀 是 平面 中 的 一 个 开 集 ，{7 是 忆 上 的 复 解析 项 
BUTI. ES 一 致 收敛 于 f. 则 了 是 复 解析 的 。 
证 明 ”解析 性 是 局 部 性 质 ， 因 此 只 需要 对 以 原点 为 中 心 的 回 
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ADERENTI., 3 |w|<r 和 7 小 于 加 的 半 从 时， 出 
Cauchy ZR TESI 
E fa) 
fa (v) az lelwe 2-40 dz 
1 i 
T fulre oy pa dô, 


BD TH. BP Sae EFO ARAF fre”), B falo) 
rir r FGD. BALE 


fw): 1 [ PAONA 


2 Jiu 2 一 名 . 
B, fcx icr f£ OIEMBI, 5 
f (0) = V a, u^, ; 
AU 
EM f, 上 
2rd l foler a ud : 
(sii RATES. ^ i " 


系 BS gR, MAR EHTO N Fg, 8 
Jo, 商 F/g ARRAS y IS REG ; 
EB 这 一 处 果 vt "I AM nf T1 m. EM iu 
RS RRT EIE, 这 x EORR AEPAD GL A a nG 
EARM, 7 "A gc UHR ELS ERREUR EA 
p Dii "SCR HUP RN 式 的 和 和 、 积 、 复 合 是 多 项 式 ， Qi, 车 


FORIR, WF +g, Fg Fe 也 是 解 折 的 。 对 : 关 D, ik 
1/2 也 解析 ， 


awe. 


Hn L d qc 
gt — — H ` Lan 
Z^ zT (2—Q 
x 
zy RAS 
Cd Gen) | we 


«942» 


=5(- Da Da)", [2-2] < zlo 


于 是 (与 1/z 联系 来 看 )f/9 在 9 为 0 的 集 外 是 解 浙 的 。 
EUDONETTIICTYS NN EE “在 有 定义 、 

PUR 7 EA I3 XXE ECT XE PERO T. wo WR T 
JV, EE id V ien PIERKA. 但 是 注意 定理 在 一 致 收 敏 ， 
性 上 完全 破坏 了 。 任 何 一 个 在 闭 区 间 上 的 连续 函数 能 够 用 实 解 析 .， 
”本数 一 致 遂 近 ， 这 是 一 个 著名 的 定理 (我 们 将 立刻 证 明 它 )。 对 于 
笠 级 数 ， 在 区 间 上 的 一致 收敛 性 和 在 加 和 上 的 一 致 收敛 性 之 间 有 
很 大 的 不 同 . | 

我 们 地 更 解 析 范 数 的 知识 作 一 简短 的 总 结 。 我 们 已 证 明 ， 对 
用 面 中 并 集 妈 内 的 复 值 函 数 ,下列 条 件 是 等 价 的 ， 

1， SEARRE, MER-A S € D, "E (z 一 为 ) 的 等级 
We, C TE ce IRIURE QUT f 2). 

2. f ERTA. aa 

3. #f=u+iv, epu, v ERDA R? it o: n 
(Qm, y)— (u, 2), 并 满足 Cauehy-Riemánn 方程 ， 


ĉu _ By Bw 2v an Pii a. 
ôs By o y cmt 00 V 
4. ERAR- als «p RV TED js, YU 
MEL MEME 
或 . - . 二 : n | i 
0 f= p: a4) wmt<p, + i8 


04, aM NT 
P lezei =p (z ~ Bit, 


B. Ba EDHUI—QA HELDREAN pu(z) Ese E 
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—4Ui E p.Co--SORSCEP f (2). 

RUD MEE TAM «dk f 是 连续 的 假设 下 的 解 术 狂 .我 
们 也 让 明了 每 一 个 复 饶 怕 函数 在 阅 周 上 有 平均 值 性 质 。 因 为 这 一 
性 质 沾 是 刻 划 复 解析 栈 数 的 (事实 上 是 调和 画 数 的 特征 )， 因 此 上 
而 条款 中 没有 这 - -条 。 然 而 ， 有 平均 值 性 质 的 更 强 做 形式 让 刻 划 
MEKA, HEE ESI BAARIS O Ah, 
WIES = (e-a) OE jz- 和 |<p EJ E i AWE g) = 
0, 根据 Cauchy AA © 2 
dE D= glz) 
1 gg) da 


= 
o PEZ P m =p € — 29 vus 


bi GE 9 v "t tad 
~ Bm P ic 
GESWUS Ay i i-a = 信人 包 含 在 DD 中 ， ELE 
TON 在 图 7 上 di ei 

S ome a cos ' 


ET 


我 们 可 以 在 特征 1 -5 Eug mcs m 

6. B y RAOURD A f> RII, " 

al bf 
E Fad- 
UPC i CHE 

为 什么 条 件 6 可 以 推出 解析 性 呢 ? 我 们 只 就 天 是 Cl EGRE RT UE 
明 它 。 借 用 两 个 变量 函数 的 微 积 分 中 的 Green iz 398. ix P m QE 
PS BEA. 《的 = 个 邻 域 ) 上 的 实 值 或 复 值 0! DIA, ov dh Ag 
《 圆 形 ) 边 界 , 沿 反 时 针 方 向 , 则 


f, Paas ay) = | (E -E Janay, 


由 于 Pdzx+ Qaye fdz= fde +ifdy, 拳 且 : 
* < 


8 f (2) dz = | GRE -E Nie au. 


m l 
dit 6 得 到 连续 函数 UL (2/0) - (Of /0y) 上 共有 这 样 的 性 质 : 对 
EARD RRA A, 有 


ef f 
| UR 7 ay e duo 
ATRE AT PUE) Cauchy-Riemanhn 条件 
ðf 9j -o 
Or — Ou 


UTE TTL VL NE 设 了 是 解 折 的 ，? Dog 
简单 的 . 闭 的 可 求 长 路 径 ,出 | 


《Oatohy Ax) Sogl fas wter 


(Cauchy 积分 定理) — [ Ji=0， 


不 严格 地 说 ,一 条 简单 的 内 可 求 长 路 径 ,就 是 它 内 部 的 每 一 点 只 能 
被 它 围 绕 一 次 , 讨论 这 些 事 情 实在 是 离 题 太 远 了 。 
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3. k f RRD EIS SERT ni F= " AP g ED ER SUR 
m. 

2. Ef EBUXD LKAA% &D ERA. 证 明 f=er, A 
中 9 在 站 上 是 复 解析 的 。 春水 相 必须 满足 什么 微分 方程? 

3. ARR zl ERER R 则 

"Š X e | <o. 
iU M : 
i xf feen Pd s c os 

是 什么 ? | 

(4. gx bep 上 是 复 解析 的 , B f 25889 BU Fata d ET 

"245.5 


Pw) = 4 KON dz, |wl«po. 


2 lzi (2 — to) 


5. (Liouville EENE f J&-4cE TS IG HA febre Rl f Je 
数 。 提 示 : 利用 习题 4 考察 f'(w)。 并 考虑 相当 大 的 加 局 。 

6. ifie cler 上 的 解析 函数 。 车 了 是 有 界 的 ， 
WB 可 扩张 为 圆 盘 |z|<r 上 的 复 解析 函数 。 提 示 ， 先 证 明 tf (z) 在 
apar RIT, 

7， 用 习题 5 和 6 证 明 : 洲 了 是 全 平面 上 的 复 解析 函数 ， 如 果 存 在 常数 
天 ,使 很 对 充分 天 的 1z|[ 窒 

| | L£ (2 Ic Klzl^, 
则 于 是 次 数 不 超 过 #4 的 多 项 式 。 s 

8. W UJ BDESITUEIEN, f. f. 则 ful 
Jj. 

9. SER naje b) IRTE. um f= gh, xis 
ALB zl <re PES REFER TR] ASI Le cra RART, E 
3i dE-- REIS 8 定义 为 什么 积分 ? 

*10, 今 
| TS lzi <1, 

X2] 21. MIA z 的 邻 域 中 , f 不 能 扩张 为 解析 函数 。 
*11. i 
FO =F Zp "lale. 
IBA f lzi EiS, 在 |z| <1 上 解析 , 但 在 单位 图 1z| = 工 上 的 任 一 点 , 
I RTRT OSEE BY. 


57 复 解 析 映 身 


解 本 次数 锰 沦 的 一 个 重要 方面 是 解析 映射 
i 
的 几何 性 质 ， 我 们 没有 时 间 , 也 没有 工具 去 深入 讨论 这 个 问题 .但 
是 , 几 个 共 本 击 容 易 的 事实 还 是 要 介绍 的 。 
定理 OA NU Wf XEPÜD DRUEBSOSDASXC VR 
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了 的 开 子 集 , 且 上 XX. MAV n3 991 YEXE— w, 使 得 
|f ew) i = supif G2]. 
证 明 由 于 了 是 连续 的 ,存在 一 点 we, 使 得 
|f Cw) | = max |f Ce) | 
=sup !f(2)1, 
在 这 样 的 点 了 中， 选择 最 EXAMS AI YI 是 闭 
的 , 这 重点 是 有 的 .)， 且 出 以 下 悍 册 可知, 好 不 可 能 在 下 二 
4 weV,Xf$r0,fHbbw3xnob, rdg 
EV ip. VEO, 是 以 名 为 中 心 ,? ade IS PRIUS DUE FC EY 
在 O, EURIH: ， 
vor gb . - P(w) o-i. Flw ve*)d0, 
因此 ， . 
. |f (w) i« 4 5 df Qs re") |do 
err 
& pun tps on Ifl, 
Æ IJ (w)! = sup | fi, ji LIST — S. TEER Si 
W. AREE ERC, E, TORTH S w), 央 为 iwl 
FO ERE HEGO, C, £3 — n o EEV 
的 边界 ,因此 达到 sup! PLUS 可 以 比 加 更 靠近 本 的 边界 ， 这 与 记 


fo XXE EERUP E. 

R GRKA WIELER Ld t ern 
数 , n] 网 
17(o) «sup! f(D], wEV; 
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Bes f 1 不 能 在 下 中 任 一 点 达到 服 大 什 。 
证 明 ”只 要 就 广 是 紧 集 的 情形 给 出 证 明 就 够 了 (为 什么 ?)。 
从 定理 17 ERER, wEV, 并 且 
|f Cw) | = sup] f (2 fs 
则 了 在 名 的 邻 域 上 是 常数 。 由 于 六 是 连通 的 ,除了 了 是 常数 外 ,就 
不 能 成 立 上 面 的 等 式 。 


一 个 最 基本 的 定理 ， 

定理 18 (代数 基本 定型 ) Ul 

p(z = tg HZH aV, 

直人 复 系 数 的 非常 数 多 项 式 , 则 存在 复数 4E p (2) = 0. 

证 明 不妨 设 w>l， 因 为 ”= 工时 是 平 扩 的 。 也 可 以 假定 
9,71; DN 

p(z)-2a, caede Q7. m. us 

RPR ip G0 Lern CK n fl PEG SEIS, BO 


lim |p(2) | = e, 
lzi 99 i 


”这 是 因为 我 们 省 


nei 
Ip E fal | E 
i " 
> S a 


i 14 21, 则 [al< ialt, k= 1, 2, “ n-1; 因此 
Ip iz irt-elziti, p> 


式 中 C= ide : Temp LARP 于 是 


Ipsi, zt+e。 O 
这 一 站 等 式 说 明 |p(2) |] co. "NRI, 可 以 选择 ">0, ER 


€» 246 ， 


(5.41) ie Cu) inti] 9G) h2€ D, s lal, 
VW 2s p 3&8], ta D, 是 紧 集 。 根据 (5.40) 和 (5.41)、 Hw dé TE 
FEA D. rp, 项 p(w) #0, 则 1/P 是 了 D， remm, n | 二 | 在 
如 有 局 部 极 大 值 ， 根 据 琉 KE, 1/p Mal p) 是 常数 ， 这 不 可 
fE, I p(w) = 0, 
系 若 2 是 带 有 复 系数 的 多 项 式 
dca paio T m, 9€ D, 
于 存在 复数 >， e, ns [ER 
P(E) «a (1— 25) (2 2): (2—4). E 
WEBH F pw)=0, 4 pi): = ELK UE Wi q 是 多 项 式 . 反 . 
BERERE B 
现在 我 们 给 出 一 ——— 3 它 是 一 个 计 
算 志 点 的 积分 公式 。 当 我 们 计算 零点 时 ,常常 谈 到 零点 的 阶 , 它 的 1 
含义 如 下 。 ES En MERN, f +0, 可 以 把 SONR | 
OW) 
RP JE a MERED, GEH g) £0, 我 们 称 是 了 的 零点 Zo 他} 
险 数 藉 零 点 的 重 数 ， 
定理 19 设 了 是 闭 圆 盘 | 2~ ———— * x. 
-al1=p 上 无 替 点 , 则 
zz]. z-es o Do a 
ETI EA i-l 之 p PRAN, 


WRB FA an0, S Ells 没有 堆 点 ， TE 
leg. Sli FBEAR . 
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E ;| FP) ga EO =0 
Sxi d s= f(a) fG) heo “ 
网 此 , 0 S RARA AREE., 
Ju, ERS. REGEN 12) 告诉 我 们 ,了 EG 
S iso ARRE RIS PAST O, Cn peyia 
MAREKO, Wiz. s 加 是 lel co 中 的 不 同 点 ， 并 对 每 个: 
FG) 0, Wi ky EE es BO c, 则 i 
FOS -aye Gargi), 
aX gth la ME jp 上 的 解 术 函数 ， HOC. 计算 


f'() _ 9 E) č k 
F 96) "E 2-2," 
根据 没有 quud medir 
Iq 4j do 
2aiJi-. fC2) à- kr du 


214 Js1=p P 
i =È k. 


imt UP FR 的 邻 域 上 是 复 解 折 和 非常 孝 的 下 数 数 。 设 
nn 是 了 -了 (a0) 在 加 的 零点 的 阶 , 则 对 任 一 充分 小 的 数 p>0， 在 
e»0, 使 当 0< |a- FG | e 时 ,正好 存在 # 个 点 和 jz~ai<p， 
县 7 了 (=a 


证 明 it 
A my "ge D= in l-2l«s ' 
| C,-tlz-al-». p50, 
选择 Pp 353) d. (819 


(1) JÆ D, LERI 

(Cii) ac Dp zx: W FOSES G; 

(iD 4526D, BH. 2529, 出 f (2) 50, 
出 枉 等 定理 (定理 12)， 若 (过 对 充分 小 的 p TRIER ORE s DX, 
2250» 


OFRER. RA HEGRE L, IE z HAE S -0, BG lk 
第 数 。 但 是 S (e) AE O, 也 可 以 不 是 0， 
由 条 件 ( 芋 ) 和 定理 19,， 有 
i fo) —— 
2xílc. f(z)- (y) 
Xn nde F- SOERA 2 m A 3, "PI 则 


f'(z) 
Nu axi Co poem ud 


p iP -aYe Ca 内 的 零点 数 ， Bp f AR: D, liie PS MED 
TEN Ca) SERI N (a) =n | «lw Nla) =n. 考察 给 出 n AL 
N (a BER 49 2 显然 对 -- 切 æ, le- Fia) <e, PIX AA 
AEE f (nO M-— 8] w， 那 两 个 税 分 相距 小 于 1 

对 小 的 ps， se， 现在 和 有 有 一 旨 图 ， 如 加 20 所 示 。 当然 ,A.= 
(a; a= fDi «ey diae AVERTI n doe D, f (2) «a, 
(P REE ATERI Br Dl af. WFC- 
Fin) u PERAE w 2e AE rn KEIER. (EAR, 对 点 
Afin) 没有 重 数 ;因为 f 出 ww 个 不 同 点 所 组 成 。 这 是 为 
什么 ? 4? feu) -a, 根据 关于 的 条 件 {iii)， 册 有 f^ (w)s0, Br 
以 ,了 一 & 在 吧 有 一 淮 零 点 。 


EI 


E 


BS 
2| mau iit y PUK SOBUR A if feos 解 柄 ， 并 有 不 是 常数 - 
WE zo VR AE 
f (2) = f) t a, (2—20)* a, (2 — 29) t+ 
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式 中 0， 并 且 在 原点 附近 了 的 性 状 和 的 性 状 在 许多 方 厨 站 
一 样 的 。 从 相 理 容易 导出 两 个 基本 事实 。 

定理 20( 开 映射 定理 ) 设 了 是 连通 开 集 刀 上 的 非常 数 复 解 本 
衣 数 , 则 了 是 一 个 开 映 射 . 即 车 六 是 了 的 开 子 集 , 则 了 (7) 是 开 集 . 

WEBB 设 和 是 六 中 一 点 ， 有 是 吃 的 开 字 集 。 必 须 证 明 SO 
是 了 (wm) 的 领域 。 由 于 力 是 连通 的 且 了 不 是 常数 ,一 (20) 在 加 有 
某 一 个 阶 数 为 nll<<n) 的 零点 。 由 土 面 的 系 ， 对 小 的 p, D. 
da le-ai <o 在 了 下 的 象 包含 某 一 个 半径 为 e- 0 的 关于 fC) 
的 加 盘 ， 出 于 对 小 的 o, DOV, 就 得 到 所 需 结果 . 

定理 21 设 了 是 平 而 中 开 集 D] 的 复 解析 映射 

| Debe 

G) 393 €D, V f dise 19 48 M; F3 1:109, HAMM 

S’ Czo) 50, 
GD SEDLE 1:109, 则 f. 
DERD: 
RUBUS, 

WI RAK C) 是 定理 20 m E. 为 了 证 肯 
Gi), EEA J EFRY, PESDA, Mn 71 a, 
HESEL GS D LARA f) x0. 现在 可 以 看 到 , 了-! 在 

了 (中 的 每 一 点 o= F O RRT ^ 
Se lim JD. f: o) = lim pu Fa) -z 


uw ew a- fs 


我 们 也 看 到 (万 9 是 连续 的 ， 

GF Q0 = Ef' CP 109))]7, 
PRAES L5, f^! 是 复 解析 的 。 
DELI 


BPO ZfÁGBEEGAW, foo ceu 则 了 十 企 平面 二 的 解析 
HX. HPS SF, GUNA IEN. fd lg eu 
上 .了 不 是 41 的 。 二 为 

fOr mad) = fE 
显然 ,方程 
ap =:B2 —g* gv, 
Pax 0 时 ， X TAREE. AE, S RERA, E 
" Hp GeCC,ws0), 事实 上 , 任 一 水 平 带 | 
— co & t «& co, | 
qo cy m, 
被 :I WB E SIS T -R TE L.e ARE 10956 0, ETC e 便 - 
we". BER ZU GX-— SEA HEARTS dee o 的 邻 域 口 ， 它 被 
FIugBASESS VIV E w 的 ARR EA EV bags 
MA ERITA. TA A A TAE E, A- we SO: 
GE, EB w 的 任何 -个 对 和 化 和， 我 们 要 以 在 wo RR TRGE 
对 数 , 它 是 解析 的 ,并 且 ln wo 7 25. 


jj E 


l. (Schwarz 5|EE) E f AE ir mU EE HHMI. 
IfiéQixM. |zl«1, 
2i (0 =0, WEREMA bs LSM 
2. iR fdkS SX EAS uS JH 
£t dell, 
i f£^(0) -1. 
WE f()ez. ER: dE f^(0) ok» 1z| 21 ERR. 
9. idElaicl, $ 


Lov kiet 
证 照 工 是 单位 圆 盘 到 单位 图 其 -上 1:1 的 复 解 析 映 射 
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4. ik FERRED AAR HL pe n Ls £09) 0, d] 
f (2) = ni perc 2: 2(2). 
zig AEG IL B89s EUER m s FB 


Sup HONS Up lg(z) 1], 


5. PUPA RIS LI. 3*RIZ£CG)OlIs cM. 4 Fi PA l n 
FIOIES | T ghe: 
如 果 对 在 一 点 SENS Y, P "s 5] Bi 3 yiz Sai LTE "a KH 


6. —— GADAIR nEUH 


168) - - f EC gy. s ' B-a | 
l-fGo*fün | asal 
dx: 利用 习题 5 MDA 


We 
90 dT fei 


RF ACRHIBIRENUP URUE EAS 1:1 MRA. TEN 
(2) = C， Fare 
l-az 


式 中 el =1 昌 ;al<1。 
8. iUUED ES Sup, U- olet f. FEDES 
EEES MEAE N, aN, fa D yd. 
9. 在 题 8 中 , TETTE ARTADIA AER, SHER 
ur 
10. 设 p() 是 次 数 n>1 的 多 项 式 。 证 明 
i /, 
lm| lo el 
从 定理 19 的 观点 来 看 , 在 适当 大 的 图 盘 内 部 , 关于 的 等 点 数 有 什么 结论 ? 
1. 证 明 


f (2) = : +z 
JE Uv etg 1:1 RFE EF hi Rez>0 z EIRA T LETA 
盘 的 象 万 什么 ? 
12. JB :个 1:1 —t" GEFAAR E E DESEE EIAS] 
TR. ds: WAR 21 那样 组 成 映射 


254. 


13。 PORAI BECK IRURE HIE BE ITAA E SER É STE RLUST IRE R B Pas P 数 
ALAS. 


If. (Rouche W) Gf mI AARAA 3$ 


EZ =p b. gW LIe. um f 4 Fg EA lce 上 有 各 
xm. 


5.8  Fowier 级 数 


ER ECCL DC]. E, HARET 4 ETE 0 ORE, HUE gE 
JERA RREZE HR, RRE A E 
IKRA CUCITO RARER AAAA ER, A 
Ak. KIRS ARREA RRE, AAR T RRR A PE. 
EUÉc3R A SESERECRI F6] 2508: ERO — 2E EROBORE T T X 5 fü C9 
Fourier) 级 数 。 W IE FE JG BBC DUAE ICE FERT 
在 许多 数学 pma i THEJT nS, — ff TAE ERR 
Md E EFI, 


设 / 是 ( 复 值 ) 函 数 ,定义 在 区 间 f- m, x]b, RITER f 7 


JURE 


(5.42) ys E ndis 
RE AE | 

f(x) =co + SY, coa ne +b, Sin nz), 
起 由 


Q4 = Cnt Cns 


ba =$ (Cn 0 4). 
TU ECAESERUTREE ARIT. 

在 绝对 收 伍 条 件 下 ,Fourier 展开 式 (5.42) 的 含意 是 明确 妈 。 
然 面 ， 展 无 忒 倪 许 对 页 一般 偿 况 成 立 ， 我 们 要 规定 级 数 册 项 的 次 
H. WT NUTRIT NS 

EMO 


TEDRE, f) e Tt. 


XI—^ B Fourier 展开 ， 很 容易 求 出 系数 ov。 例如 ， 沙 
5. 和 2)-- 访 收敛 ,就 可 以 合法 地 计算 


1 * E ! = 1 Ls (s 
gx) L0 m Fdo 2 att 


ea. 
1 àxl.. eitn-X)s da; = ir iur 


sk, 如 果 我 们 从 Riemann ARRAS HA, f 89 Fourier 系数 
可 定义 为 


(5.49) ge if fee dr, 三 dd, 2 oe 
Jg BA n i 
5.44) x Bem 


ne 


m f ny Fourier 级 数 。 m" 问 ， 
(i) Fourier 级 数 收 全 .外 ? 
Gi) WEKA, EST f n. 
RITA SEIS ZEE XE BE BR ICE TEEOL TIR, VOLAR E RE d C 
eii. 
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我 们 将 八 - ' 些 基本 的 考察 。 WU udnJ RARA 5] 2x 
KARRAR. 因此 ， 为 了 要 使 级 数 在 每 一 点 收 公 于 f. 
HESCO = 让 (z)。 当 然 ， 由 于 改变 二 在 有 限 个 点 的 数 全 对 
Fourier 系数 en JEENS, PETIERE EA e te ay Fourier 
级 数 在 每 一 点 收 化 于 f(z)。 于 是 ， 上 述 问题 (让 可 出 IRNEK 
Jis]. RRR M, 它 最 乞 在 馈 些 点 收 笋 于 873 

在 我 们 对 一 般 连 续 ORA ELEE DR) 函数 讨论 这 商 坟 下 本 阿 是 


f 
(D.üDz Wd, Jhesu f.oxp CON Rf. 设 它 涛 是 


f(-2)-f(x),. WEB] Fourier BA- IKAT £a ERIK EJ, 
为 了 证 明 它 .我 们 移 证 明 Fourier 系数 趋 于 0. 
“定理 32 (Riemzyn-Lebesgue) Wb f E xa, bj F5 ZEE 


JE SE 3 3, D 
lim fy (2)5*** dy 20, 
TIL NE 


证 明 PRÉC OR GI ODCOGUNBUMPRÉON NL, xxkSemE Note dg— 
个 都 在 区 间 上 上 一致 连 续 , 而 在 区 间 外 等 于 0. BED, REE A 
数 了 证 明定 理 就 可 以 了 。 任 何 连续 函数 了 都 可 以 用 阶 稀 焉 数 来 -一 
致 遏 近 ， 阶 梯 函 数 就 是 分 段 为 常数 的 函数 。 为 什么 可 以 这 样 遂 近 
呢 ? 令 620, 根据 了 的 一 致 连续 性 , 存在 6>0, 使得 
MfG ~ fr)|<e, jm -a21«0, 
选择 [a, 6]ff)—" X] a - zo m Xr xm m b, Bi m n co. 
kal, e, n, ARX 
Sm) = f(w,.), my a En, 
( 见 图 220] e 分 段 为 常数 ,而 且 s I REC UB ORG T er 
if (e) -s)| <e, or : 
Wie, RENN ERENER AT. EELE E 
$k- EWER. RIE E RJM. 


图 22 


现在 ,对 阶 滋 函数 证 明 是 容易 的 , 因为 每 一 个 阶梯 骂 数 是 有 限 
个 两 数 的 和 , 这 些 函 数 在 某 个 区 间 上 是 常数 ,在 那个 区 间 外 是 0， 
因此 , 只 需 要 对 常数 画 数 证 明 结果 , 即 证 明 
o Hm P eitr dz =0, 


.这 是 容易 检验 的 办 为 积分 可 以 确切 地 计算 出 来 ， 
? LE - 1 HI á 
Jenae ise K 
b ? 2 
n dz | 
modif REaBexm, n | 
lim P f lw)oos fr de ^ lim f f (&) sin ix dz 0, 

陈 了 分 段 连续 函数 外 , 还 有 更 多 的 函数 成 立 Riemann -Lebe- 
sgue rr. fli, Xp Riemann 可 积 函 数 ,以 玉 Lebesgue (第 7 | 
EORR TE *argi* HJ 数 ， Riemann-Lebesgue 定理 TIU AE. 我 们 
XE 3C ARRE, Riemann-Lebesgue 定理 证 明 Bg 的 Fourier 885 
ZE w Meu Har f£ Teo caypkxds 

aps fL- r, 了 上 分 段 连续 数 ， Wil f K Fourier > 
ARCU 23 0 个 记分 利 是 S 
. 258 。 


» sin(n- a ÀE 
(5. 45) s, (m) = A Hit; -- i) em ( a y -dt, 
tu sin P 
”证 明 我们 有 
8, (2) = > c, e? 
LE "a foeva 


= 去 £02.60 - 0a, 
式 中 
D, (2) = = um qe. 


& f (5425) » f (2), WTIDU. / A HORSE EM AIC 
H. CETERE nz dE, TUDDREDMEDUEUENSEVERO f 
I PEPEEE-ET 
s) m de 7 f(x - u) D, (u)du, 
出 于 了 DD, 邦 是 周期 2x 的 通 数 , 所 以 
s) = Jf fw Dd 
为 了 证 明 引 再, 剩 下 的 只 要 计算 ， 
DD= 35 3. X 


kLÉ-t 


intl w e 0t 1)s 
£ 1 EN a 1 -1 


giz | e ic —] 


= .C08 nr ~ cos(n + l)a 
1- ceos æ 
in( .1 
. sni» o Je 


2: odi 
sin; 
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序列 {Ds} 昌黎 Dirichlet Hr, 

AH O29 设 7 了 是 实 直线 二 赔 期 为 2x AER ERRA UG UM DE 
了 的 任 一 可 微 点 ,了 的 Fourier £2 rli er f£ (v). 

WA MEER RARE A A D ROR. AET WE 
Eo n3 ELS EERDE SLI ODORE S emm, m] ES BURG 
3E ULT Tarira FEE S F RR E e R KJS R B 
-AAIDD AF af O 时 在 x 外 才 可 微 ， 这 一 
fic Ede ELT zm. z] 上 对 应 汪 数 的 可 微 性 爱 强 ， 

设 + 是 了 的 可 微 丰 ,我 人 有 0 


(5.46; sG) gu ft Dd 
WU | 


" : sin(n+ TC Di 2 


sin a! 
d x pP RAR L a (D 46), 就 得 到 
- 4T l | 
ESETE =- (Ed 
( zi 1 al. D, 4g, 


Ik Fe) 878.47); EA CS A8) 9 S XLI A 
(35.48) «o-fe-z[ [fs - 0) - f G)YD. Odi 
zd : SIDE EFÈ, p cod, 


Hv f yEx ASIA. X 2 
E zb Tf (e) 


在 ~ xx JE ELE GE i ARTE REL. MWE 
£D, =- REC m Sin|n--z ) és 
sin 3 3) 


e 260。 


ERAMA -AA PRERE, AEE t=O 有 极限 之 于 
E 


s) - fe = 二 * Asin (a+ Lat, 


ap A jb E YESERS, Sig Riemanh-Lebosguo AUERUI. 就 
limis, (zx) 一 了 (ec)] 30, 

把 这 个 定理 加 强 ， 使 在 任 一 闭 区 间 上 上 是 Cl 类 函数 ， 则 都 分 
As SOKAT Se BIEB ANIR T ERUR KA E ZE 
10—13 h, Sel HEIHT Hk. EAH, AAEE 
M, 测 这 个 结果 将 是 它 的 - -个 简单 的 推论 。 m 

定理 23 的 假设 还 可 减弱 些 。 侧 如 , 设 f EE AER, dx 
附近 为 有 界 变 差 , 则 %(z) KAF f (0) 但 对 子 的 光 消 性 条 件 不 能 
BIA. Xf 只 不 过 在 连续， 在“ 处 fourier 级 数 就 不 一 定 
收 和 贫 。 这 是 令 从 失望 的 ， 但 也 并 不 是 什么 灾难 ， 在 Fourier 级 数 
的 研究 中 最 而 老 的 问题 之 一 还 只 是 几 年 以 前 , 当 瑞 典 数 学 家 Len~ 
nart Carlegon PEINT H8 Bi Xt CHE SCREBUR 数 ) 的 Farior 级 数 
“LPRA TATRAN. SEA SEDE RURHETEO AE RIRUIE 
并 不 远 ， 但 是 目前 对 我 们 来 说 证 明太 的 了 ;也 太 难 了 点 。 

大 报到 上 内 前 为 上 小， 出 :Ooarjeson 更 重要 的 结果 是 , 连续 前 数 的 
Fourier 级 数 度 状 不定 存 一 切 点 上 收敛 于 承 数 ， 那 么 我 们 可 用 
其 它 方法 考察 一 下 由 Fourier 级 数 所 给 出 的 函数 。 下 还 著 省 的 
Cesaro 求 和 法 就 是 这 样 的 一 种 方法 。 作 Y 


T 
(5.497 i 9. (s, ! 08, 3). 


xd igo Xm e£ 85 Fourier 级 数 的 Cesaro PH, REECH- 
JB, BJ EEE, 并 且 fO) =f), H Cosaro 平均 o, 一 至 
uM Ta 


KAF F. RIRH RESTAR AEE R, RI RE 
胃 一 个 类 似 的 结果 ， 就 是 有 名 的 和 bel-Poisson 求 和 法 。Abel- 
Poisson 求 和 法 是 一 个 富有 启发 性 的 方法 ， 


J m 
1. E 2 


, J(z) = Siny cos 27 
的 Fourier 级 数 是 什么 ? (只 要 想 一 想 , 不 要 计算 任何 一 个 积分 ,) 
2. dfE[-m 四 上 下 (一 如 f) 的 CC? 类 函数 。 用 分 部 积分 法 证 
B3 Z2 , 
` E | Y. «oo, 
3. 设 了 是 e XS H FC-a) = fi), E f 的 Fourier 级 
Wake T fe 

4， 设 了 是 Xu, (om) = f 00s WA f^ t Fourier SA 
对 了 的 Fourier 数 水 项 求 微分 得 到 吗 ? 

5. f ERR f(- 2) =f(7), 则 它 的 Fourier ARRIE C-n = co 
mi Fourier Jc SCRIP RRE. RTA O= -fGN 
eue 

Uc Ae BOE Ah SER fi — 4 inf, Riemann-Lebes- 
gue Pu 如 果 fu Ruta T f, 证 明 Riemann-Lebesgue 定理 对 
Dye. 
了， 证 朋 在 习题 6 由 只 要 知道 
lim| tfa- f] -0 
HEBT. 

8. 设 上 是 如 下 意义 的 分 段 连 续 昭 数 :[ -ww, AAR 在 这 个 划 
分 晤 等 一 个 开 反 问 上 ,了 是 连续 而 有 界 的 。 利用 习题 了 证 明 关 于 这 类 函数 上 
BU Riemann-Lebesgue 定理 。 

9. 利用 习题 8 证明 ,车 于 是 [ -本 于 的 分 段 连 综 函数 ， 并 且 在 工 点 
3j— t y y 8 Lipschitz 条 件 : 

£x - Fa) «MIz-y). 
则 ss (x) fF FE 
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10. dg fixi Eg, HIER, fÆ SEES: 
fiz)-f(xeD. 
F fd BIER uH fF EIVAETEPFGRIYOC YS 
lim | 17 (=) - fi6)1dz =0, 
提示 : 若是 连续 的 ， 可 由 一 致 固 绪 性 得 到 ， 洲 了 是 分 女 连 续 的 , 则 存在 连 
HER g dB Tf -91<<e。 
l1. i f R4BOEOM,CTO0-Ósx, 证明 
lim | ideo. 
12. 设 了 是 实 前 线 上 的 分 流连 续 国 数 ，0<6<r， 证 明 对 zcE[-z 
x], -FLEXT i 
lim li Fis- HD, AdE 20, 
提示 ; 利用 习题 10 11; | 
13. if C geie tuf my Fourier 8c 3e 1 f. & Xs 
PERT r—BÉORUE UN. l E 


Hm " fe-0- fx) LO sin (n+ 2 ) tdt=0, 


vii. 0er, 4i ha att Mies ROW —Uz), EXE E e MN. 
PRPP Ô, ME 的 积分 如 上 一下 的 积分 。 再 把 习题 12 Higgs | Bg 


i ns 
EET i4 
nh fi 
AL BEÓtgux Fourier £43, PERA AG 
"15. 证明 级 数 
xi gins uu 
n=l n 


Ta E kah Fourier 级 数 ， 
5.9 Abel-Poisson s? £n 


Vf RENL--, zl] I UNS fO), WF ufi 
AEREE gr PE E BO S HE "à 
. 2639 


(5.50) f(e*)-2F(0,  —m«B8«mz 
Xif[-2,2]ECREDXESE, MERER FII RACE CARES 
H. WE, W T 09 mpECRET.HRicW-drpEXSE. RN 
JE f FAEM f RA R T -RA F E T E 
Fourier WARA RAAZ RRA, 这 种 联系 导致 我 们 讨论 
AX Fourier 级 数 的 Abel-Poisson RK M. 

先 从 特殊 情形 开始 。 设 了 EOD BSAEEATI "ph 
BS ERU ERR, 
(5.51) fG Aen HESESS 
现在 

J(re*) = Žo, 7T" e", — Osr«l-e, 


特别 ,限制 了 是 单位 圆 上 的 连续 函数 ， B^) Fourier 级 数 就 是 


(5.52) F= Š aam, 
对 每 一 个 +, 在 单位 加 上 有 函数 fo 
(5.53) — Fele) = f (re'*), 
f, 的 Fourier X ZR 
去 | e z 24m f, (e**)d8 = Ao T", o 


由 于 了 在 ja| <1+e 上 连续 ， 00 
lim f,- f, 
Wi EL, Ze B fr] e, 这 收敛 性 是 一 致 的 。 
这 就 是 Abel-Poisson 求 和 的 想法 。 从 单位 圆 上 的 分 段 连续 
A fig f 出 发 , 令 cs 大 了 的 第 n^ Fourier 系数 。 定义 
(5. 54) Fe (e?) = P cn sr «1, 
这 样 做 的 意义 是 什么 呢 ? HORS RO RS, 
t 264 : 


le, ]«supil/ (21 i2] 213. 
TE, BRAF «1, 0.540 KR  SUROSDBC SC, REAK 
SI rA- r) 3-1, O«r«l, 


n=% 


现在 ， 我 们 要 评 明 ( 当 Y->T)f (至 多 在 哪些 点 ) 收 伍 了 于。 首先 ， 
或 们 可 以 得 到 Se OBER: 
i 


fo È ginigins. 2r t FGnmectm di 
zc I fée t) Lei titm : "gt, 


Ox 
于 是 我 们 有 
(5.55) f. Cot) = al femp. Ddi, 
ET 


P,(0) zz zm pinl gins 


ES yr gfn8 十 g^g 75? ET 
P i 
S acd scc n 
l-re? 1-—re te 
1-72 


TD r COSO + r$* 

这 一 族 荡 数 人 一.) ir Poisson 核 。 这 族 函 数 具 有 三 条 性 页 

(i) zl. P,(6)d6 21; 

(d) P,m0, P,(—-6) - P,(8), 

Gi) 3:0«ó6«:z, Wu 

: l lim sup(P,(0) 6 0| xr} =0, 

性 项 (i) 是 显然 的 。 对 常数 函数 子 = 工 应 用 (5.55)， 不 需要 计 
HgrapeE d). QuDd&fE A SEIS DUE, AE O 的 一 个 小 邻 
. 2652 


23 
域 ， 在 [tx] 内 己 除 去 这 个 小 邻 域 ， 当 7>1 时 P, 一 致 地 趋 于 
0。 另 - -方面 ， 兴 7>1 时 了 ,(0) 趋 于 coo， 这 些 事情 可 从 图 吕 看 


出 。 

为 了 仔 织 的 验证 (iii), 应 该 注意 到 
= 
I-2r eos +r?’ 

定理 24 设 上 了 是 单位 贺 上 上 的 分 段 连 续 函 数 ,， 它 有 Fourier A 
数 {c,) 。 那 么 在 了 的 每 一 个 连续 点 ef9 上 ， 当 了 趋 于 工时，ADbel- 
Poisson 平均 di 


POK- és: [8| x, 


FACHA) = Ë on pini gin 

Š gf AP; iydi 

KET f (e), E f EERME KAER, 
证 明 令 

g) =f (e's), | 
于 是 9 就 是 实 直线 上 周期 为 2r 的 函数 ， 用 这 个 方法 , 我们 很 方便 
地 把 , 看 作 实 直线 上 周期 为 2r A ET i 我 们 约定 仍 用 了 
米 记 这 个 周期 函数 . 于 是 
« 266 - 


£40) = 和 | fi. - od 


= CAOL 
Ji | | 


FCO) ~ fC0) = a C606) - /(06 0)P, CE) di, 


1 (0) - f. (8)| m < 15(8) F8 >i) P, (DEE 


“刚才 利用 了 P, t OO f CD). 
令 z>0。 设 了 在 9 连续 ,可 选择 6>0, 使 得 


5.87) M(O-fa)«$. lo0~tl<6, 
rj | 
* 1, a A 
f € - f. (6) | a [.. £00 - f (0-0 EOL 
| 
AR 5 
«is 2 'f(05 -S-O UP.) dt 


« : +K up P,O; Oóx|tisn), 


AP 
K=2- $ f IFO a. 
AP, 的 性 质 (证 )， 当 了 在 工 附 近 时 ,我 们 有 
IF (6) - f. (0| «e, 
EFEM 上 连续 ， 则 由 一 致 连续 性 ， 可 选择 6， 使 
(5.57) Xp 6 一 致 地 成 立 ,于 是 我 们 的 不 等 式 就 说 明了 在 强 . 上 Se- 
KRAF YF. 
CORB S fog p LE, 0H 
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1 5 - 649 NH E s 
2 e it f(gt*)09 -O, n0, x1, +2, =» 


则 f=0. | 
系 “ 设 .在 单位 加 上 连续 , 则 7 可 用 三 角 多 项 式 ， 
p(e")- 3) a, 
t-—X 
一 致 逼近 ， 
证 明 选择 使 P, BOUE 了。 于 是 对 FLAMES Ag 
条 为 


N 
bx €, pi”! ein9, 
N 


就 串 得 到 证 明 。 
X (Weierstrass 和 通 近 定理 ) i6 f ERE n f K p] [ay 要 
936 55 S3 H8 o6 9n, pb f£ RT ECHI DG 7 Eos 
证 明显 然 可 以 假定 区 问 是 [2 zT], -z«acz. 把 了 扩张 
成 了 - 7， 7] 上 的 连续 函数 ， 使 (一 zt) = 了 (Tz) (内 锋利 用 一 条 起 
HO. 45820, 存在 三 角 多 项 式 
gls) = Mem 
Bf -gh.«es. 每 一 个 e” T ARTTIR e BUE TAM. TE, TE 
贫 系 数 的 铬 项 式 
Pral) = Sono. 
5 出 在 [ -和 x) Eio? = p.r) HAs XM C 
(0 p) ép.) 
s ; AETA n 


;— Sb UE f. 
X:XB 28. WSKA, pid EORR KE Cn 是 "m 
^B n T- Fourier 系数 ,3 J& f (0j Fourier 级 数 冯 第 n ET. 评分 和 和 ， WE 


A 


O) XX i-a 6rd 
(ii) limf” If (x) — s, (x) 2de 5 0, 
IE ” 今 7<1, AUC 
frlet) = > c, rini gine 
葛 一 致 收敛 泊 容 易 计 算 
du 2 if, (e) 2 dO = az]. fi f (nnde 
= > E i? rini 。 
:现在 , 令 7 趋 于 1, ZS EER, WMF, -RAF 了， 所 以 得 到 
HFAA). ch faxed 上 连续 ， 在 成 间 外 是 0 时 , 论证 
可 同样 进行 。 出 于 分 段 连续 函数 是 有 了 眼 个 这 种 函数 Ce RA 
点 的 值 ) 的 箱 , 于 是 ,对 每 :个 分 段 连续 函数 成 立 关 系 ( 划 ， 
A YumGD, np | 


去 人 jy -aoD EE MOLIS 


X 设 了 是 单位 圆 上 的 C 类 两 数 , 则 了 的 Fourier 级 数 -- 3t 
KAF f. | 

证 明 我 们 有 | 
| f) = f) + | f^ (oat, 
出 分 部 积分 法 , 了 7 00358 nA Fourier 系数 是 

az. f) e 7 dæ = zz fre trde = inin 
Wit, J’ ig Fourier 级 数 的 第 # 个 部 分 和 是， 而 六 是 了 的 
Fourier 级 数 的 第 于 个 部 分 和 的 导数 。 所 以 ， 
: 269. = 


Jo) -& (2)  f(0) =s,(0) + | Cf^(O s, (DI 


(F2) 62) [Lf (0) a0) L9 | FO ECD idi. 
根据 定理 23, sO aF f(0). qi Schwartz 不 等 式 


Lr" i fI 0” 2d 

kj, we (fue) 
可 得 到 

limf” 1f^() - 8,00 [*dt -0, 


Schwartz «3€ 35 8) uE HH Ed 4E 23 £8, 
3 题 "EE A 

1. 设 # 是 单位 加 上 上 分 段 连续 函数 , Rin 了 的 一 切 Fourier SEE AE. 
负 实 数 。 证 朋 的 Fourier 级 数 一 致 收敛 ~ f. 

2. 对 分 段 连 续聘 数 和 定义 

TEPA fiscus, 

(&) utc. 044 EGER IRI EARE BATAR 

(i) <ef+g lo zelf, lo e (gs fs 

(ii) (J, Í^»5«f. gži; 

Gi) <f, f»20. 

(b) 证 明成 立 Cauchy-Schwartz 23s yt: 

If, DISE Pg go, 

CES Euchd 空间 的 证 区》。 

3. HAZM 20 证 明 , 沙子 有 Toun Xd aa g Fourier 系 & b. 
EJ 

d p= X abt, 

GLG: PRA 2). 

4. kf na o N 定义 卷 积 f*g: 


sg G) =] fG- neat. 
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证 明 
(a) fxg= gf; 
(b) fxlg+h) = f«a- feh; 
(ci gyf g Fourier 58r a, RIY (; Fourier Xt ba, X! Jag Ti Fou- 
rier RW an bus 
2. RSA GE BAR. WAH fxg 的 Fourier 级 数 - -Woki 
foa qu Am 25 2]52 iub 
d ar Xm EM MEE An RAUS PIS 等 元 
GE 8) fe esf = f) e 的 Fourier AL 么 ? Ha 200) diee 
i5 Ei Fourier 2 iro Cp ijj 1 pio 25). 
KARG f BER: 
; . ; fi{7) = f (x+), 
J ffi Fouries ZA CIA fie] Fourier 系数 之 问 阁 什么 AX, 关系 ? 
BS EE Fourier UM ey YE hcESIR E 
TET 


Epl a, HU CM Fourier 系数 序列 ? 


[35 8 MARLEN, RON f $ Frier A 
5 eine, 


SKETE 
G) f) =0, 2+0; 
G) OL 


Dirac jt PERUU S KEO. IA RRRA DANE KEIR 
SUR. ER ANRE OMNECEZGURFO 使得 对 一 切 有。 


zur ve dF(z) =1. 


AE KA 23, AR Poisson 核 好 象 收敛 于 ( 当 r AF 1 时 ) 习题 
9 uxo 和 * 涉 存在 ”的 ô 函数 的 卷 科 是 什么 ? MIRNE 
来 , rF iR, fxP, de o f 似乎 是 可 能 名? 
H. 2f EAA: ee AERAN EFE |1z|<1 m 
折 。 .于 是 了 在 香 位 加 1z| =1 上 定义 了 一 个 函数 , 这 个 函数 满足 条 御 
xt. (e9)e^* d0-0, n=l, 2, 3, - 
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证 明 : ARTAR TAR LRA, 它 满足 上 述 条 件 , Ut xu gy AX 
DARISI DERRER AA (2 <1 上 解 折 的 两 数 。 — 

12. A RAR <S] 上 郧 此 函数 可 六 用 多 项 式 p(z) — SORGE TS 
与 Weierstrass 33r gc BETELG TE. 

13. RSA f ha Fourier 级 数 的 Cesaro 平均 ， 

cs 人 (so+ $1+ 十 Sn-1)， 831,2, 8, ++ 
ER » 
o. (x) -Lf rok (z- dt 
LAS 2x WS Rn , 
式 中 区。 是 形式 级 数 
5 er 


amm 


的 第 2 个 Cesaro 平均 。 MEHR AL CE WERF Poisson £X fA G), 
(i) £r Gi) 的 条 件 (是 正 的 , 38433 1, HE). RIF 这 些 手 质证 明 在 Ba. rmr 
3k 5 ig 3& 了 的 Cesaro Hry- Se f. EE 


8.10 Dirichlet 问题 


和 如果 在 平面 中 开 集 上 的 ( 复 值 ) SU n 是 O 类 函数 ， 并 日 洲 
足 Laplace 方程 ， 
Bu , u 
Or: ur 
icu 就 上 做 调和 函数 。 在 我 们 从 事 rR EEDEN, (ua 
到 过 这 种 函数 。 关 于 它们 ， 我 们 不 准备 多 说 了 ， 只 是 提 庄 训 - 
点 4 一 个 解析 函数 是 调和 的 ,那么 , 它 的 实 部 和 虑 部 都 是 调和 函 教 。 
有 有 很 多 理 册 可 以 说 明 调 和 函数 是 重要 的 。 因 此 ， 我 们 才 用 这 "外 
cn M cM LEE 


T! =0, 


:Trier Jide EAR. 


定理 .26 (SAER ” 没 刀 是 平面 中 和 开 集 DD 上 的 调和 画 数 。 
FRAMA z j-n SABA ED 


c2. 


u(29) = 元 | ut * pe**) d, 

证 明 ”为 了 方便 , 象 通常 一 样 ,不 妨 设 a=0。 由 于 芭 是 (到 类 
函数 ， 它 有 连续 的 二 阶 径 向 导数 和 角 导 数 ( 除 际 点 )。 篇 单 计算 
Mid d. np 方程 是 ， 

2 
(5.58) rEe) + aor -0 
定义 
| 10)-7[ Gu jg, Qer«p, 


-x Or 
根据 Laplace 方程 (5.58)， 


OI 1f Pu j 

r7 73 NJ 
3 x|* 
i ow. 


于 是 了 (7?) 是 常数 ,显然 有 
| lim I(r) -0, 
rm 
Bri) I(0)20. RR 
(5.59) r tgp = 0, D<ysp。 


现在 利用 这 个 事实 来 计算 ,有 — 
1 
is]. 


(pet; dë —wi0) + 2 [fa 2r 


=u(0) + shk [| = u0), 


X (BRARED 设 广 是 平面 中 的 有 界 开 集 . & 是 在 己 上 
"s 在 六 是 调和 的 函数 ， 则 |w(z) | 在 六 上 的 最 天 值 出 现在 
Xi b. deu TEREE, ue V. EMEN 
V 的 边界 上 达到 。 


4 273 « 


证 明 np D; OS RTA CDU Ai H3 Te P gcn. 
最 大 原理 的 一 个 特别 推论 十 ， 玉 上 的 调和 羡 数 起 黑 在 下 的 过 


界 上 为 0， 则 调和 函数 是 0。 得 一 个 调和 函数 都 可 册 它 在 边界 上 


的 值 也 决定 。 对 开 集 广 的 D.richlet 问题 是 : 候 如 我 们 在 前边 界 
上 给 定 了 一 个 (连续 ) 珊 数 , 我 们 能 否 找到 一 个 上 的 访 利 函数 ,使 
它 在 边界 上 取 给 定 的 值 呢 ? 这 问题 还 可 以 说 得 更 正确 些 。 对 一 般 
REV, SEE ULM ZR, qus V AEN SE. 是 可 以 很 好 他 做 
到 的 ， 其 实在 上 节 已 经 做 了 ,只 不 过 洽 丰 这 m. Ser Vie xx gr 
述 这 一 结果 . 

定理 27 设 了 是 单位 圆周 上 的 连续 衣 数 ,， 则 存在 在 闭 同 大 长 
EH, 在 开 圆 盘 内 调和 的 函数 五 , REFERMAS EF — 5X. 
这 个 冰 数 五 是 唯一 的 , Ea A h Poisson 积分 公式 给 出 


Fere”) saf FPO - t)dt, 


证 明 EJ ]EGAP5. FFERAM EF, WA EE 

^j Poisson ARE F 5g SC 4e JE [8 3 E, MEREN (e) = 
H 1). REEM 5.23, 关于 0 一 致 地 有 
Jim.FQre'^) - fe), 


A | 
pi UA ES LFGRASfug? 可 以 有 ifo ni ik 
joe ye cc io iHa idc qun 
WO; 3E YE BUY TOR PLAY RERE EI IRE P Or. 00 = PLOS) 起 
调和 的 事实 。 但 是 我 们 通过 下面 的 方法 来 只 证 是 调和 的 ， 我 们 
diode ous We ox a 
| P,(0 -1)- [sene] " 


: Tei? 
Joi f£ 是 实 值 的 , 则 


£74 4 


dmm 2? 


F(z) -ReA(2), 
式 中 


r 4 »" 


显然 , AE : < 工 上 是 复 解 析 的 。 因 此 妃 是 一 个 实 解析 函数 的 实 
部 ,从 而 是 调和 的 。 


系 实 从 函数 基调 和 的 当 且 仅 当 该 函数 局 部 T E ARP A 


数 的 实 部 . | 
”证 明 Ee ROTAUV UO GMBRNURUATG F s EV, t DEC 


A n HTV AREA, BERERE, GERR A. de 


D JEW, Ei 1$ u(2) = Re &(2), 26D, 
花 ” 设 入 是 平面 中 的 连通 开 集 ，% 是 六 上 的 调和 五 数 。 若 名 
在 握 的 -个 非 空 开 了 集 上 等 于 0 Hj u O0, 
证 明 可 以 假定 如是 实 值 的 ， 设 力 是 一 切 开 集 UU 的 并 集 ， 开 
EU FUR FE. UCV, ul) =0, xzEU, 则 DD 是 广 的 非 空 开 子 集 ， 


我 们 将 证 明 必 相对 于 六 是 闭 的 ， 由 于 V xi n, 这样 就 可 以 证 明 | 


E ElagzhR. 
设 四 是 了 中 的 点 也 是 刀 中 的 上 点。 选择 开 圆 盘 契 ， 使 me 
从 总 的 定义 和 weED 的 事实 ， 久 在 下 的 非 空 开 子 集 上 等 


。 但 是 ,在 太 上 , 我 们 有 4 = Roh, RH h ERR. AEW 


oe 是 纯 开 数 ( 因 此 是 常数 )。 于 是 及 是 一 个 纯 虞 的 
常数 。 所 以 芭 在 厂 上 是 零 。 绍 论 !wE 了 ， 

Z 〈 强 最 大 原理 ) 设 x 是 检 通 开 集 玉 上 的 实 值 调 和 函数 , 则 
除非 区 基带 数 ,% PEEK LENKER EME. 

证 明 平均 值 性 质 说 明 当 琢 数 在 六 中 达到 最 大 值 或 最 小 值 
的 所 的 某 一 邻 域 十 是 常数 。 报 据 前 一 个 系 , 就 可 以 证 明 。 

系 ” 设 双 是 平 看 中 开 集 六 上 的 一 个 连续 复 值 函数 ， 财 芭 是 调 
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x 


MAL u HA ELEREN o 

证 明 iA RE E H RIRA mT A EE ee 
P. itu glisi EA, def —4- t0 468 i PR EE UT II URL HE 
je- p BLHBGHOEXHNTEN 


um) = on zi tiz + pe'*»d8, 


d viai] AMAMI CE ped 上 是 连续 的 ， 而 在 单位 


BI ilu --—3x, Hij u Ho: WH HTV -EHATE Bi, 所 以 u— DEUB E d 


FENTER. 于 是 在 单位 加 周二 达到 了 juei 的 最 大 值 ， 担 是 


u- v0, HiB: 4= o, 所 以 4 是 调和 的 。 Yt 


3] AH 
l. Sf WIESE u RT, 则 复合 wef 是 调 汞 的。 


2. Xe o Pax ESTER o FECE AM). 使 20， c E 


JH] uz0; RARER? … .. 


8. 证 吕 : GLEN ILS E SELL SUB AOI cm —I 


dicas 2 cn riete, 


LA it u EEPE IE, 证 朋 w= Re 太 ,而 了 是 平 而 上 的 解析 二 
数 。 


RU 


5i (Liouvilio) itu. ACER ERR. Zu AHLIE TAM 
nick. BL M gi R 
ie TS E 


ida lar, . r0, 
证 明 舟 挡 去 -- 点 的 平面 上 ， x 是 调和 的 。 在 挖 去 一 点 的 平面 HRS ut 
EXC. Ref? ， ， 
7. Rpa y) 是 两 个 实 交 数 的 实 系数 多 项 式 ， 这 种 多 项 式 哪些 是 平 
而 上 的 调和 函数 ; 娜 歼 尔 是 。 落 p(s, SE ARRENE TO: 
Pg y) - Re f (z + iy)? 
see 六 u RRRA RIESE, 十 阴 
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quum p 


2 E: v(0) z& fre?) -1 I*'«(). 
ETRA BORRE ARNO, 

10. {i.arn ‘ck Zi) d OL HUGEG8JEIE D EMSHB Symm, 又 是 
MÁS: uru d 


u(2)- lim uniz), 


iie 苹 忆 下 兵种 情况 之 一 -， X S—^4 ze D, u(2) oo 或 4 ED rimi 
* d: $ AA 见习 题 8 和 39, 


6.1 线性 空间 和 范 数 


RME BIE Euclid 空间 更 普 训 的 一 类 空间 。 这 样 做 有 以 
ENSE Tn 

Lo 这 种 讨论 将 使 我 们 对 于 在 这 方面 已 经 做 过 的 工作 加 深 理 
解 。 

2. 这 种 专门 名 词 将 带 助 我 们 清楚 而 又 自然 地 建立 过 没有 处 
理 过 上 各 -一 些 结果 ， 

3. 更 普遍 的 概念 将 为 在 下 一 卓 中 彻底 讨论 积分 铺 平 道路 . 

定 尽 ”实数 域 或 复数 域 二 的 向 量 空 间 称 为 钱 性 空间 ， 

于 是 , 线性 空间 是 由 集 L, 二 上 效 向 量 加 法 利 向 量 与 数量 的 滋 
法 所 组 成 。 回 量 吉 法 应 该 满足 ， 

l. 加 法 是 可 交换 的 ， 

w ty SY tE 
2. 加 法 是 可 结合 的 ， 
《Km 二 YY) +z=æ y+2), 
3 EL PEPE NE O, 使 得 对 工 中 一 切 w， 


D+w= wv, 
4. 对 工 中 的 每 一 个 x, EL IPAPRLEE-M R81) — o, df 
w+ (=e) =0, 


SURZEXORIN E 
im (ab)r -a(bzr), 
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6. ir2z, 


有 两 个 分 配 律 和 向 量 加 法 有 关 
T PPM: = (起 十 Cl 
8. (a +b)je = ai + be, 


在 实 线 注 空间 情形 ,用 实数 域 中 的 c erp a A RR EER 
E MAg h e wage XXEPROALAREUMI. 

对 线性 空间 L, 如 果 它 的 茶 一 个 子 集 在 荆 的 线性 运算 下 是 
闭 ” 的 ,这 就 给 我 们 提供 了 另 一 个 线性 于 空间 的 例子 . D 的 一 个 线 
持 子 空间 总 满足 以 下 条 件 的 一 个 子 集 M, 

G) 3£z,yCA, Wm (t+) EM; 

Gi) 3 we M, WA- Re CEM, 

我 们 表 到 的 线性 空间 几乎 都 是 函数 空间 一 一 在 某 熙 集 上 的 范 
数 空间 的 子 空间 。 这 一 类 空间 是 十 分 不 党 的 ， 它 很 自然 的 包括 了 
分 析 中 的 许多 问题 。 

例 1 设 S 是 任 一 集 ，S 工 IE Ci B.) EIC UU t DITE CN 
实 ( 复 ) 线 性 空间 , Hop oe 

Cf + d = f (s) To 
(cf ) (s) - ef (S), 

JT S= RRR, MENE ERSEK R—U) 
AE CR EO K A, FEE PUE AIT AATA, MESS 
数 空间 , TRAE, C* RKA, C^ RE e C R 
dumm. KARAREN, SAREA, KARLE n 的 多 项 式 空 
IIS, FY Z HR]. PRSE ERE r [8] , 27 p IC H 

SS AER] CO, P358, aAa [E09 336 LIRE RICE. 0 DAE 

FA ORdex:u:GmRm, EEA AE, E 
g'-f-Oomcmme. 

当 总 是 出前 呈 个 正 整 数组 成 时 , 即 S = 0, 2，…， TN MUS 上 
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Sci ci MEER n Bg e (0s …， 0). BE S E fE 
KEDERE R. EB - 章 介绍 了 meu. S—d 
A Ai OE e, Oskan, PAREA i ER D e. m [Lg 
(n=) A 次 线性 条 件 所 定义 。 Unghii, BERT Pep K Ai 
(0) Pb, IFT R A SEE R EA, 

S CERRI, S EERE ENF Y w= Se 252, 
ea CORR. YECRHAMMICT B. Ri DESEE SU X TY PU Ar R RS 
某 些 各 要 的 子 空间 。 

今 全 中 有 许多 问题 是 村 处 理 线 性 空间 中 的 道 近 和 收 敏 性 问 
题 ， 通 诈 迁 用 和 定义 在 问 量 上 的 下 列 冰 数 来 规定 逼近 的 程度 ， 它 推 
VIEW. 

mx gLiAWmeH, LE. ER E S 
peb RATIER: 

Q) [z] 20; 

i) lety sle] + [yl (GATER) 

Gib [eels lel lal. 

如 采 淮 范 数 还 满足 

GV #lel=0, 则 z=0, 
WEN. 

-一 个 [ 半 . 赋 范 线性 空间 是 一 :个 在 上 定义 了 [ 半 j] 注 数 的 线性 
空间 L, 

p2 在 线性 空间 R Fux 

l [e] = (at e ei, 
ik RAE £2 ES EUROS n 维 Euclid 空间 ,这 个 特殊 的 范 数 ;…| 
可 当 作 长 度 。 E^ pue BORCETIDE RE S0 5) — EWR, du 
jeli = pei] tet fanis 
(6.1) 


a 2682 a 


[a]... -max ‘Erle 


RIPETA- R EE- RE. SbpdE2El«peo, 30k 
X 

(6.2) «xb, (|i? no |a, 2) 2, 

由 于 证 明 izj MEZAREN p2 DHT p20& B) 
和 p =L EAE, RETRE [o7 5, OR OSEE XS 7 28. RIA 
T SC de p. eod Sm PILAR DERIT; | 


Hm'z[,-maxiz,|. 
p-»oo [a 


我 们 把 它 留 作 习 题 ， 
例 3 fI Euclid 空间 种 作 线性 室 间 On, de tp SUY 28 
数 ， 
la; m nite 2, 
函数 Lo ESI M BOE X, ARAT C" 上 的 另 - : 些 范 数 。 
BA 在 讨论 一 致 收 全 性 时 党 拱 到 画 数 的 上 确 界 范 数 ， 那 掉 ， 
通常 是 用 来 处 理 连 续 丙 数 的 。 然 而 ， 在 下 曾 我 们 还 宴 讨 论 447 
范 数 。 设 3 是 任 一 非 空 集 , BC(S) 是 S 上 一 切 有 界 复 信 陶 数 刺 线性 
空间 。 对 BCS) 中 的 于 定义 
(6.3) Ifi.-sup(; f(s)|;sE 8j. 
BARERA LARA B(8) JEN AUI E ORC EA SEP 
的 ,人 却 是 重要 的 ， 
G) 范 数 ;了 1 定义 为 {fF| 的 铺 的 上 确 界 ( 域 小 上 界 ), 好 1 
定义 作 非 负数 集 
As= (CL f(s)];se S) 
HERR, UFJEGRAR MEE US ME CETESTAM 
«oo, HUP S dS, PEL A: EZ, RE ii 0. 
di) Wf glkS Lap uu] 


| 
- 宵 各 种 方法 ,或 许 最 简单 的 方法 是 这 样 的 。 者 8€5， M 
IC + 9 (8) $1 £G) * e(l 
x|fési-isgtol 
SIFI + igisa 
FÆ II -+ 多 .是 | 了 +9| 的 象 的 一 个 上 界 ， 取 上 确 界 后 1 六 +9I 
仍 不 超过 jf + 191.， 
Qi) efie = lel IFI 099g E fa £521 Rt 
所 以 ji 是 BGS) 上 芍 半 范 数 ， 它 为 什么 是 范 数 呢 ? 设 : 月。 
=0, W3 —- R s, [A (8) 1-0, RIDE s, f(s) =0。 
HKE M p RE, me LEEA A HOEK) BLK) 
-AAT Gut. Rie LAE Nes. R), TE COM 
€ 80. 1 f RE UZORA- -PREREZ N. 

$5 iIlJAtEAÓLASBEHEp. BF (R1 EB RENE 
VEL. CAR) iiM. dk BV(I) EA 4- (R ÉL SR nie CV 
38 (4.6 35) 

(6.4) If) 27 CP). 

REAREA, 很 窑 易 验证 它 满足 六 范 数 的 性 质 、 在 这 
种 情 彤 ， 其 些 左 零 向 量 的 范 数 是 零 。| 上 =0 当 且 仅 当 了 是 常数 
函数 。 

pis 设 工 是 实 直线 上 的 闭 区 间 ， & OO) 是 T 上 的 0: 关 机 
数 空 间 。 在 C1(I) 上 按 下 面 的 方法 定义 的 范 数 往往 是 有 用 的 ， 
(6.5) iF! =! le + UP 

=sup] f| sup, f']. 
最 好 这 样 来 验证 ，(1) ”上 确 界 范 数 是 C1(I) 上 的 一 个 范 数 ， (2) 
f=1f 人 中 .是 CT(I) 上 的 半 范 数 ，(3) 个 范 数 与 一 个 半 泡 数 的 
FMi. Æ C(I) E(k -2,8, …) 有 关 似 的 范 数 。 
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例 7 FEA E p R REH LR, REO. IR. 
章 例 2L 中 ,讨论 过 LR, R) 上 的 范 数 ， 
(6.8) IT | 2supt!T(2)|; [e| = 
注意 ，IT :是 函数 TO 限于 单位 球 上 的 上 确 界 范 数 。 这 样 ， 验 证 
(6.6) 定 义 一 个 兴 范 数 就 容易 了 。 它 是 范 数 这 和 件 折 本 根据 下 曙光 
理由 : 一 个 线性 灾 换 如 在 单位 球 上 是 0， 则 该 线性 普 裕 是 避 , 

mas IJ RUBBER, POCO 3& I kari tka NUS 
RH, 94 PC Ij) 1i pdt em mrgArETB. OE. e 
范 数 是 PCCL; 上 的 一 个 范 数 。 在 PCCIT) pg ^ Tor HU, 
UBL EE RID: AG 

ffs ffl. 

E EE TeERLDAGE UEBER. € RO Hd E TA 41 A R PE (C) 
jc GRE. MS =0 fyb f e0, ERDA SL 1/50 
SHRM TUR WT AB f) 20, 

Hep K.YpzjEDCOIOÓ LPEE AS ALERG | 只 为 
XIF I ERES A ge n H 


llf: =0, 
则 函数 在 工 上 必须 是 U， 
在 PCI) 土 还 有 一 类 半 范 数 , 它 类 和 级 于 A LIIR 
(6.7) Us 人 ip。 tp. 
例 9 Gp lupe. $ P ÆRU I E= (ts 
£2, 7) KZ, LA EARAITI 
Dle? < oo. 
RITE v LEXW 
(6.8) lels = (Zir, v», 
认 并 序列 空间 用 来 记 , 它 的 范 数 是 


(6.9) je". 2suptlas|;n€ Zire 
ENAERE ERRARE 2 R1 S Zo u $3 286 d E 
(我 们 着 望 读 少 已 经 觉察 了 )。 在 本 例 申 ( 象 存 例 8 一样 ); EENE 
中 华人 但 p=1,2、so， 而 斑 角 不 等 式 的 泪 明 是 容易 的 。 E 
BA GAIFIEAN O JÉTP Sj T m B ERES SU 
MAIA 

$110 RKE P pR. fÁJÉK UE(BBUE. WIAT 数 
c>0, (i 

Fæ f pme|s- yl,  ayeK, 
MIR JS We Lipschiz fe. ihu ge cow] fi f ow] Lipschitz 范 
数 ， 
IFI = sup 22 Lf 3 


Thy orm yi 
, K BH Mid m Lipschitz 2& UE eR 8 Hp C(KR) B WO HJ, 并 HH 
Lipschitz 范 数 是 这 个 子 空间 上 和 个 举 范 数 ， 1 =0 TEA f Æ 


常数 。 
2 11 RAE TNE -2 E Eme TS CAE RP fRI. UE 
StCKD £m], LLR Lx B rugs) BC, 
ID di 得 


(G) <æ, azr>320 zF Gr, x» =0, Pje = 0; 

(i) y, v5 = (x, Y"; 

(d) (my, 2) =C, 22 4 OR, 2L 
Bun Ld tLbpr-—T4MTULEREB. ÓVT—ATMSM 
ein, Ir C idis Sd virt 不 等 式 

| €, Y |*« €, 2» QI, V. 
SPbO& D=O, DGLERAAE. C4 (n. vo «O0 时 ， 由 于 不 等 式 
Dasked ey, atey), 在 式 中 取 c 是 常数 
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€ i 
(Ya Y? 
就 可 得 证 。 从 Cauchy-Schwarz 不 等 式 , 取 
1 
(6.10) Jæ = Cr, 2», 


^t ui I — fon EUR. 
e+ yi? = ety tyy 
= (2, m) (m, Y) tQ. 2) (y. y? 
= jæ}? 2RetG, y) + lyi? 
sia? + 2e iyi + iy!" 
zx 十 2 
ANEEL A ARTA bay RIE, Dp 
它 还 满足 平行 四 边 形 定律 ， 
[r^y le- yi? =2[lel e tui]. 
ARER E E ARIRCULOAL EON E FA DH i 
XX DGLEDC-RCKÉTPPEL BAERE- -个 也 只 
AAB, WARA SALIS 2 (6.10). EREE, ied 
以 出 范 数 得 到 ， 
(6.11) Gs Fiery- be - 521. 


EARE, VERUS 
(6.12) € 9 2L ieri, 
在 例题 中 ,我 们 已 经 讨 沦 了 儿 个 困 积 空间 。 当 然 , n Euclid: 
室 间 是 内 积 空间 。 存 长 方 体 吾 上 的 连续 丽 数 空间 ,以 
Lfls falsia 
An SO, Mee a BARI cn BUS 
(8.12) o. 9 - rst. 
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空间 P (P OEA BEN, 
(6.14) (s y) Xs, 


P REA NATARE, 它们 和 Euclid 空间 是 类 似 的 。 


3 EH 


l. 设 四 是 一 个 正 整 数 ,z= (rp rz) 是 R^ 中 向 是 的 序列 。 再 设 
SZK eA RIA. 下面 是 由 某 些 + 所 成 的 集 , 其 中 哪些 是 宁 
的 子 空 避 ? C 

(a) --Um dris 

(b) Pigier HESS —9 r; 

(0 ”使 得 2. 绝对 收敛 的 一 切 as 

(d) 使 1z,| 收 证 于 1 的 一 切 z。 

2. 不 连续 马 数 集 是 [0， 匡 上 实 值 函数 空间 的 子 室 间 吗 ? 上 函数 集 义 如 
PERRE- yx - Iul. 

在 线性 空间 上 , 半 范 数 与 范 数 的 和 是 范 数 。 

Soc ELLER, BM = (x; [rp = 全 是 三 的 子 空间 ， 

设 1-…[ 是 实 线 性 空间 L J 上 的 范 数 , 并 且 满 足 平行 四 边 形 定律 
latu? Ix- 9-20 + dul], 


Tuae w 


RI 
z, y= 1 [ir> y]? = Pn yt] 
EL ERAR. 
T. 2% Cauchy-Schwarz ZERGE, mA TERNE JE PS 
ARREA RAE - ARSO, 比 外 , 不 等 式 是 严格 的 。 
8. TERRELL, peN, 由 4 (z, v)=ir-y XEN: 


(a) ”证 明 在 内 积 空 间 中 , P3 c BISURGSSBEDAR AARE. 
(b 给 出 -个 赋 范 线性 空间 的 馈 子 , 使 上 述 革 于 直线 的 浴 硕 不 或 立 ， 
9. EXHAR k 证明 每 … 个 连续 可 微 装 数 洪 RD Lipschitz 条 


dr. pH x FELT ER. Lipschitz $ SM ERER Fb X IDA. 
10. iik 2 PEZ uEBR 
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Iz]. = imis. 
13. if EO, 1] ExkS C, UJ 
1 工 
lim( [Fi 大 =supl71， 
12. 设 Ce( 丰 是 于 区 闻 工 上 的 Cv 类 前 数 空间 ， 证 及 
a 1 
IÈ gum. 


是 CD 上 的 范 数 , 并 且 满 足 17gl<<1filgtl. 


6.2 REB EAD ' 
对 R* 上 的 一 切 可 能 的 范 数 ,我们 将 给 以 几 们 上 的 描述 。 这 样 
Aic, EC E fu, LS p< ood E^ ] i018 3r ACE GRURE HERE, PR CL 
下 前 的 基本 事实 , 
定理 1 doge EWA MEEKER X3» k KE 
(6.15) Ejc|s|xe|slKjije;,  x€ Hr. 
证 明 e.c, 06, Je R' Ip PREAS Me 
T= GErs a Ep) 
44€, + SEV, 
则 三 角 不 等 式 告 沂 我 们 
la] s |z hel + + dos esl. 
令 
| M smax]esl, 
EPRIREEI 
le soles. 
4f [e EHE m P3 PEE, Dr EL 
Zial niai, 
Haeg K zaM, 
(5.16) lz|sK|r], ccm. 
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于 是 ,定理 的 一 半 证 好 了 。 
现在 要 证 明 存 在 天 >0， 使 得 
k|e|wis|, se, 
HF loi = je] jsf, ford lel lel, 我 们 只 需要 找 出 上 >0， 使 
及 zs lzl=1, 
HAZ, 我 们 希望 证 明 
(6.17). O«inf(]z|; |z| 211. 
现在 ,根据 (6.16),， Pe D RP ECCO E A a 
ie] - iydlsle- vi 
s«Kiz-y!, 
WRAK (a [eb = DERKI. PEL. pEARLI T Y 
界 必 在 球面 的 某 一 点 上 达到 , 即 存 在 加 yll, Bi 
tyl =inf{lz|: [e] = 
dq y40, yi x0. FEG TD) IR E, SEHR, 
BF ieej = Je] fejs 7E R FE T — Aii h E URDLER REUS 


B= {æ jej <1). 

4 BER AT-— A RRE? 28—, B 是 开 集 ， 因 为 上 "上 是 Rn 0852 
Bde. W, BAPESI: Xp x2€B,W(-2)€B. dil. B 
Arg, deo, vdgD d, FIL a 和 4 之 间 的 线段 也 在 了 中， 8M, 
B df Wo doecB, Nl|e| «1/k(6.15), 

定理 2 RBI VUBWDEGUCPAS.3LRBJÉGTSJ,. PAG- 
原点 对 称 的 。 定 义 l 
(6.18) iv] -intls (20811 zE B}, 


Bpeti REAA. HT B iR, BBE fs 
Jel «t. 


证 明 设 4 蚌 局 中 任 一 回 量 考虑 数 亿 
a - dts 5 IU Al E vek}, 
这 个 集 与 定义 z ERAR. Me E -类 于 分 简单 的 集 , 这 是 因为 
它 其 有 一 条 射线 那样 的 性 质 ， 落 41E 末 sf 网 sE 开 。， 对 于 
y=1/t, c=i/s f 
i T= CY, 


出 于 如 是 包含 原点 的 是 集 , 可 出 YE D, 0<e<! fs eye B, 
证 明 M, PREBRATI]. HF 


lim cx 20, 


+0 
测 召 是 0 的 邻 域 , 对 一 切 充 分 小 的 数量 cy A er€ B. Bius i 
充分 大 的 正 数 二 £6 M... MI M, 是 正 实 直 线 的 非 空 天 了 集 ， 
WEA UL 
jei = inf 37 ,, 
AFM. JER, WA 
Os; [a | « eo, 
此 外 , Hu MEW H, M, 是 开 射 线 
M, {tt> lal. 
S cdÉ—AuESQERTRE. 3x £20, 则 


L 
i 


But. LEM, HBH (HE Mou, ATI Mu eM, 并 且 
leiel o0, 
BUEDBXCTPNERZRXPER. Ma= Mi- 同时 
| -zeļ = jel. 


_ 1l 
v= ci (ea), 


i 此 得 出 对 一 切 数 量 c 
doxi- [el fet, 
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现在 验证 三 角 不 等 式 ， 给 定向 量 < s MERS 6 有 
1 1 t /1 
6D HED aG) aa 
由 于 
S $ 
sci stt 
从 (6.19) 订 看 出 ， 上 四 是 Gti +y EXE EE 87 1e 和 (I/DY 的 线 
EL. BABELE, 若 sE ME ， 则 (84*5)€ Ms,.,, PN 
ut 


L, 


inf M,,, «inf M, inf M,, 
Bj 
lz yis] * Isi. 
def] teeEuE T I EEES. CPIEDRIE BEAR URERA 
WEWDIiL— RARE. Woo EAER, Hy BOO e, jy 
ORRE e, Mics€ B. ke i/e ER M., BATF FIDA dol 
xU, 
士 这 … 范 数 的 意义 下 ， 除 了 如是 单位 球 这 件 事 ， 其 祭 我 们 都 
已 证 好 了 。 次 验证 召 是 单位 球 这 一 事实 我 们 把 它 留 作 习 题 。 
系 upik, lxp«oo, WU 
lel, = (lz) 


B, = (z€ Ry zi |?+ t Jel? < i}, 
HFE fa -c? 大正 实 直线 上 的 连续 函数 ， 所 以 Bo 是 R 的 一 个 
Jra. XIE 


limz? = eo, 


WRB, EAU. BA B, 基 关 于 原点 对 称 的 。 
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为 了 证 明 基 凸 集 ， 我 们 验证 
fle) =a, «m0 
ELKA. CUP p>0) 这 是 f(x) EA AA E83 
一 个 直接 结果 ( 见 例 3 14.1 355] E TD) 
最 后 还 必须 利用 定理 2 检验 在 R" L5 B, 相 联 系 的 范 数 是 
Lb. 若 xE Zr 和 i>>0, mnl/)ee B, 就 意味 着 


gjy < 
^ Xi dt xd. 
因此 ， 


inffi >0; 3 eB, l- ineft; ir jed} 
- Kk 
-dnf (sU. sci? 
[d 
zi» 。 
K 


记 住 单位 球 B, l«gpos 的 形状 有 时 是 有 用 处 的 。 详 看 图 
24, 图 中 也 包括 B. 的 情形 , 它 是 关于 上 确 界 范 数 的 单位 球 ， 


Po =+ 
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l. R? 上 范 数 的 单位 球 可 以 是 三 角形 ,五 边 形 , 六 边 形 吗 ? 

2. 每 一 个 以 系 点 为 中 心 的 藉 圈 定义 了 R? 上 的 一 个 范 数 . dd UI 
BERR. AP RIA RTA R? 上 范 数 的 一 个 代数 公式 ， 该 范 数 以 
MEL (TP B8) s ffe rr. | 

3. 议 0<p<1, 证 明 集 

B,- {rE R"; Plrl?<l} 
AUS Bi 
to 利 轴 本 节 的 系 证 明 疝 9 中 的 序列 空间 D^ 是 研 范 线性 空间 ， 
5， 利用 求 季 的 系 订 县 对 每 - 个 p. Kp% 
| HT QUinve 
Æ PC(B) ERRES. SIES. 

6. pl. EE Mg fi) =r, >00 RM D wA cy 县 

occ, k 

Fx [1-uy ctf) 0-07). 
THX — AiE 如 "上 对 范 数 提 * BOB AUR GCURBUROCMIREC KR) 是 “ 严 
HER” 

T. 天" 上 将 范 数 满足 平行 划 边 形 定律 (来 自 内 积 ) 当 且 仅 当 它 的 单位 球 
是 一 个 式 殴 { 的 内 部 )。 这 命题 正确 玛 ? 

8. 对 其 个 范 数 而 言 , 闭 单位 球 的 “严格 凸 性 "和 当 两 个 向 量 线 性 无 关 时 
三 角 不 等 式 万 严格 的 这 两 伯 吉之 六 有 联系 吗 ? 


6.5 ” 收 伍 性 和 连续 性 


在 第 2 章 和 第 3 章 中 ， 我 们 讨论 了 E 中 序列 的 收敛 性 和 与 
之 有 关 的 开 集 . 闭 集 . 紧 集 ， 连 续 函 数 等 概念 。 所 有 这 些 概念 都 可 
以 推 1"。 在 推广 后 许多 结 困 仍 有 效 。 现 在 我 们 在 斌 范 线性 空间 中 
来 讨论 这 些 市 。 许 多 结果 成 立 的 理由 也 和 BR" 中 一 样 ， RDK A 
习 这 些 结果 。 当然 ， 也 应 指出 那些 利用 了 特殊 钼 质 的 结 
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WLILBASEGEESUB. Erci, Xcpor (ORB xen nr 
SON 6 的 开 球 无 
B(w; e) = (yE lily ti «ei, 
;的 邻 王 是 工 中 的 一 个 子 集 ， 它 包含 关于 zz 的 某 :- 开 球 。 没 d) 
是 序列 ， 如 果 除 了 有 限 个 4 的 值 外 ，z 的 任 一 邻 域 包 售 ww 就 称 
GP ESUP S. dua OECD m, 记 作 


= liM Epa 
n 


我 们 有 一 些 基 本 结 
(D zzslmz5 HIC 0 = lim |e ~ s,f; 


Gi) ziz-lime,füy-lim y, | zy limsa tY) JH 


ex lim ez, 
Tt 


设 集 4 是 U 中 任 点 的 邻 域 ， 集 岂 就 叫做 开 集 ， 如 黑 对 2 的 

任 一 分 域 剖 包含 太 的 匹 根 多 个 点 ， 点 + 叫做 集 攻 的 寞 点。 如果 集 

长 包含 它 的 一 切 聚 点 ， 集 尺 就 叫做 闭 集 . 集 U 是 开 集 当 且 仅 当 工 

一 UU 是 闭 集 。 一 族 开 集 在 任意 并 和 有 限 交 运算 下 是 封闭 的 。 而 对 

所 集 则 在 任意 交 和 有 限 并 运算 下 是 封闭 的 。 集 的 闭 包 是 包含 该 佐 

的 一 切 闭 集 的 交 。 集 的 肉 部 是 包含 在 此 集 内 的 一 切 开 集 的 并 集 ， 

MES ETTR ES 的 闭 包 包含 了 就 称 集 S 契 集 7 中 稠密 ， 
Au 8: ALK 的 任 一 开 覆 盖 存 在 有 限 子 覆 盖 , 就 称 天 为 紧 集 。 

相应 地 可 定义 驴 的 相对 邻 域 ， 相 对 开 集 ， 相 对 闭 集 ， 对 访 来 

说 ,如 果 它 只 及 和 空 集 是 灯 对 于 驴 的 又 开 又 闭 的 子供 ,5S 叫做 连 


Ee t 


ELM JENA E SX ESSI JE 
D—.M, DcL, 
ÈE D, xp KE anb FOU V) 是 相对 于 已 
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的 邻 域 ， 就 称 五 在 x 连续 。 如 果 卫 在 D HUE- KER, RKF 
连续 的 。 下 列 几 件 事 等 价 ， 

G) 到 是 连续 的 。 

Gi) 车 zED, 对 E>0, 存在 6>0, 使 得 

lr -F<e, teD, [t-z[«o, 

Gii 洲 下 是 下 中 的 任 一 开 集 ， 则 -1(V) 是 相对 于 力 的 开 
集 。 
Gv) (m) RDUursCPA CED 的 点 列 ， 则 了 (zw) ick 
T FG), 

连续 函数 的 和 、 复 合 是 连续 的 。 

在 连续 映射 下 , 紧 ( 连 通 ) 集 的 象 是 紧 ( 连 通 ) 的 。 

NERF 

D-5 M, DEL, 
车 对 每 一 e>0, 存在 6>0, 使 得 
IA) -F(2l«e, lo -zal <o, 

出 称 厂 是 一 数 连 续 的 。 在 紧 集 上 的 连续 函数 是 一 致 连续 的 ， 

在 上 面 的 简短 小 结 中 ， 显 然 第 2 章 和 第 3 党 的 某 些 结果 然 席 
了 , 这 些 缺 席 者 依赖 于 Br 的 性 质 ， 而 一 般 的 赋 范 线性 空间 无 此 性 
X. 现在 我 们 要 讨论 R 的 特殊 性 质 。 

首先 ,请 注意 {第 2 章 和 第 3 章 的 大 部 分 ) 在 R 上 也 可 以 使 用 
范 数 。 由 定理 工 得 到 ， 刀 "上 的 一 切 范 数 定义 了 同样 的 收 伍 序列 ， 
因此 ,定义 了 回 样 的 阔 集 ,同样 的 并 集 ， 同 样 的 连续 函数 等 等 。 我 
们 要 问 ， 赋 范 线 性 空间 与 带 有 某 一 范 数 的 R^ 所 组 成 的 空间 之 间 
AIA E 

d LEGES ELPA a4 E ese en axe dsl 
ERAZ L, 好 对 任 -- e€ L, REW[LDIXS Wiat n E y E 
组 合 : 
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(6.29) E = CG cO. 
这 时 ,就 称 线性 空间 荆 是 有 限 维 鸣 。 车 工 是 有 限 维 的 , 我 们 能 选择 
无 关 问 量 组 er es en WETIRE G n ELGER). E C 
(6.20) 我 们 就 得 到 向 量 wEL 与 (一 切 ) 向 量 (cb esa) € R" Zl 
的 一 个 一 一 对 应 
mS (0 7t, 65). 

工 上 的 范 数 对 应 于 R^ 上 某 一 范 数 ,于 是 三 的 性 状 就 如 同 带 有 某 一 
3x RS 一 样 ， 

所 以 ， 当 我 们 回 磋 第 2 普 和 第 3 章 时 可 以 看 到 ， 有 些 只 涉及 
到 有 限 维 冉 范 线性 空间 的 结果 现在 仍 成 立 。 有 两 个 这 样 类 型 的 基 
本 结果 ， 

l. 在 有 限 维 赋 范 线性 空间 中 ,每 一 个 Cauchy 序列 收敛 。 

2. 在 有 限 芋 类 范 党 性 空间 中 ， 每 一 个 有 界 序列 有 收敛 子 序 
31 (8 Bb, ££— 8 9e p] 8E T 

Bolzano-Wéeierstrass WEE: (2) JE BR AE zx Rr Sg PR E 
质 , 它 是 有 限 维 空间 的 特征 ， 可 以 证 明 (016.5 节 )， 赋 范 线 竹 空 
间 工 是 有 限 淮 的 当 且 仅 当 工 中 的 每 一 个 有 界 序 询 有 收 人 鳃 的 子 序 
JJ. 

AAM, 56 Gr CD Je p A AMEE RERA ROTER, ud 
TE WT 2] TERES, 然而 出 完备 性 导出 的 结论 是 十 分 重要 的 , 对 
于 有 只 有 这 种 性 质 的 空间 我 什 还 要 介绍 专门 名 词 。 

定义 ” 赋 范 线性 空间 工 中 ,如果 每 一 个 Cauchy Hr Sii Sic, 就 
秘 它 大 完备 的 。 完 备 的 赋 范 线性 空间 也 叫做 Banach 空间 。 

Xj Banach 空间 的 特有 性 质 , 我 们 将 在 以 后 进一步 讨论 . 现 
在 我 们 钱 述 党 在 第 2 和 第 3 章 中 讲 过 的 而 个 结果 , 它们 是 利用 到 
856 d VET SU, 

G) Lj Banach 空间 ， 2 nm 是 无 穷 级 数 ， 并 且 这 级 数 绝 
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对 收敛 ， 
Sie, < eo; 
MEE EE 

Gi) HL ERIE RIEZ Ej, M J& Banach 空间 , 令 

jis M, DGL, 
是 一 致 连续 函数 , W E aT AP KRA D B5 HL ELTE EIE A s 
D. 

例 12 Erie REG, WPDBERIISS—TGEZUET A 
或 许 是 在 R HERE AMAN. Su, RITARI 线性 
空间 土 的 紧 集 长 出 发 。 设 CIK) 是 K 上 实 (或 复 ) 连续 项 数 空间 。 
在 许多 分 析 问 题 中 , C(K) 上 的 “自然 ? 范 数 是 上 确 界 范 数 C 

Lf]. - sup| fl, 
RETEA W XE mhoagh o gi SOL CgBdB3m. q6* 
IF -gl EDAH HIF O ^9 60 | XP s J&— SO. 如 我 
们 早先 所 看 到 的 ,在 上 确 界 范 数 中 , 收敛 性 

if 一 太一 一 > 
EE {S EAF f. 

CCK) RW EE 0655. 1:868 37 $6: 3T £8 RR SAL RED [8]: Ban- 
ach ZW, Fite ub qR( 03A EU. WE {fr} Æ Cauchy FE 
列 ， 

iim] fa fal. 79. 
CTJÉSUM BE — € K, WASE) 是 Cauchy 序列 ， 这 中 因为 
| fs (e) — f.) xl fu fl. 
d msc Ce Eno 数 宝 疗 的 完备 性 ,这 些 数 序列 .. og 8 — dr dicor. 
EFEK LWA, 它 定义 为 
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F (2) = imf, (2). 
ABEM o -IAF ff; 车 
Ifa fx m, n>N, 
Nl OS m XR ERO 
LF- fale nzN. 
由 于 fa EKAT 4， 因 而 SREE. WETERE RO 
PERE om (CQR), 23 h, Far iea 
13 BK =[a, D] ERER ERAIK. WTR 12 中 到 
K -[a, b] KERR, RIHAR. E DDR C 
pm) = 60 tw Frob cuan 
HR Oa, 站 的 线性 子 空间 ， 并 且 这 一 子 空 间 在 Banach 2: HR (C, 
teo 中 稍 密 。 这 只 不 过 再 次 肯定 了 Weierstrass 通 近 定理 ， 在 
[e, 3] 上 的 每 一 个 连续 遂 数 可 以 用 多 项 式 一 至 过 近 ， 
第 二 ， 容 易 说 明 对 Banach 空间 ，EBEolzano-Weierstrass Tf NÉ 
TEE. $ 
s-a 


(6.21) gle) = phy arb, 


i REMIS A G7) AB FE. 
ig. -1, n=], 2, 3, |! 
位 是 ,出 于 | 
ical. 1, vb, 

(6.22) limg"(z) = e ur 

don -BATIA ASAE, mA ATE 

PEEK, IA A R £8 OD 1 Jh Jp RECO 220 8 38 

Brig SCHUPBEXE. RTRA REER ER, AE, AFER -U ft 

MES RIRESU. 

例 14 KOERAKE C! 类 图 数 空间 , 它 的 范 数 是 
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[f= + |, 
这 是 一 个 Banach 空间 。 理 由 如 下 。 假 如 (Sa Æ Cauchy F ïi. 
由 于 
lfa Fal = hfa Falot Fh frl,, 
序列 {fn} Boa EI {f4} 记 一 致 收获 。 由 第 5 章 定理 D, 
了 = lim 大 是 可 微 的 ,并 且 
f lin f;, 
由 于 fL 是 连续 的 并 且 一 致 收敛 于 So F RER PESE 
C'I), 36H ; f — f. 1-»0, 
HA, RAEM CI OI) ERR YER. [UT 
JER; KE E CQ) mms. 
例 15 EQUO EAR PC, 这 些 空间 是 Banach 空间 .. 
我 们 器 五 = 工 的 精 形 给 以 验证 。 守 间 关 由 复数 的 序列 
z-(m, m e) 
所 组 成 ,并 且 
leh =E le], 
IE C UR — P Cauchy FER] (2, 
lim|z,, - fali 2 0, 
Au vr = (zol Bans Guy °), DUE REM E, 第 天 个 坐标 序列 Gud 
是 由 复数 组 成 的 Cauchy 序列 ， 
Bar Etani E a tyi 
ihi C 6056 TE, HEN k PETE se C, 使 得 
lim tyy = Ep, 
我 们 要 证 明 序 询 j$= (r as o) l h dj, JC B. 
[9 — 2,1,——9. 
ADEL KOT A 
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-$inl, 
对 每 一 个 nn 序列 {8 让 关于 六 的 极限 存在 。 


lim sm = EARP 
H-A k, 序列 (42 XY n I YR T£ de. 
(6.23) lim Sg: Faf, 
Jb, TECE. 23) p AAE ET A $8, XX IC (d 是 关 
F n Hy Cauchy 序列 ,而且 基 二 天 是 一 致 的 ， 


| 8 一 Syl Slem) - leu 
3E ~ £4] 
S |a, E Tulle 
根据 Moore-Osgood —3& ]& [IR 4 fg C5 b EEM 3), 
lim Say! 
Ted B HIS xu) n FIRR, TELE, 并 且 
Jeli = lim las. 
为 了 验证 {2,} Æ D qe TA e, 对 序列 
ha > | zy ui £y] , 
BEREI. XAR Tn. XC UT XUSE P BS Iw Tali 7 
方面 ， 
lim 1,» = 0, 


MEX kÆ. AA 


lim] immu x tm - 0. 


PEIUS JE IHjirert 空间 。 全 一 ip 2s x 闻 就 叫 fit 
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"Hilbert 空间 . 

例 18 ARE TER HE RUE 责 ' 中 闭 长 方 体 上 的 连续 
BXH CB), MER 

Ifas f DLL 
HEERE, Re BUR fg. 当 积分 
IN f -$| 
Jt, SA IRANGE. AM LAIEM E ERER 
度 是 大 不 相亲 的。 由 证 
J IF - gl sif - gl mB), 

Vil d Solicito Te hob ioci, PEUP ARR 
AAKA BERKE RT LATO SECUS 


17 - fado. 
确实 , 有 这 样 的 情况 : | 
(6.24) Lf], 90 8 Lf, 一 =。 


例如 ,对 于 B= [0, 1) ng, KA fale) = vV nsinna dk pi 25 rF- 
VICES i oo A ur iE. 
(3 x) 


INT, zm fO 
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aH CU DS piia psa dE E fr). Xp B-[O, 1) 的 情 
形 , 这 作为 一 个 习题 。 
TU (sg WEHE -AET RYE AX mx. E 
BETES Si- EiT Ra E. We S 是 一 个 集 ， 在 
SxS LEX- REER d uu 
Q) dle, y):50, d(v, y) -0 HHNH =y; 
Gi) dlr, y) -d(y, œ); 
dii) efe, osdi, w)-rd(w, 2), 
Rgd (2g 8 LEURUNESOB ELIO. AES Xe d 成 为 度量 空间 . 1E: 
一 赋 范 线性 空间 CD, Ped Lat AAE Ba d(e, Y) =i 
-yi. MR E S E -4i dEHEB SB LAAR E X. e- 球 、. 
R KAET AAR RA Ra EA A 2 Ban 3 
章 的 基本 结论 在 这 里 仍 有 效 。 我 们 宁可 使 用 度量 空间 面 不 是 利用 
时 范 线性 空间 的 子 集 ? 这 是 出 二 要 避免 禄 对 开 集 ,相对 闭 集 等 等 。 


j m 


1. 设 下 是 紧 集 ，C{K) DKEA hm. ECK) ARA 
EHRE, UE EE GERE C{K) 的 开 子 集 。 
2. EX) C(8) 上 配备 光 数 


LE=| ifi 


{BEDEKER A). EES ARIF m? 

3. Æ C(O, 1] LEME.LHEJLEN. WER m. € Pr TEKER 
i n 19S RRN 

PT} = cyt or t+ Cr" 

所 组 成 的 子 空间 。 证 虹 P, Æ CO, 1]) it n f 38 581. 

4. XÆ Banach 空间 ,在 芝 中 每 一 个 绝对 收 雍 级 数 收 全 。 

5. 在 幅 范 线性 空间 日 , 每 -- 个 下 集 是 连通 的 。 

5. 车 赋 范 线性 空间 具有 Bolzano~Weierstrass 性 质 ， 它 必定 是 完备 
:的 。 
. 3010 


7. Z CD, lp LA 
mi 
th=] fE dz, 
BL Cdo, DĚ 
L(f)- F0. 
EJL 3 81332 

8. ibSUEALC([O, TI CQO. 11) n ns HR TCR S) =f? 
BUEX. ZECO, 13) 上 配备 上 琉 界 范 数 ，S 志 续 吗 ? SURCRÜTTUNOUP 
Sb REEE? 

9. ü RR S, 反 微 分 mu -A ST Ca EO 

C(Io, b]; — 2 (a. 51) 
(Tf) (x) = frat. 
TPIT LAI E OnE G ERE eh XE c 

10. qr C RARER T RA ak A, q55 OCT, Xt Ca 
))*t C (a, b) T Ar HG, DEA PRU V ig? 

11. FE, 11 5 Ebr E f Rt I a, T PLC P ERTEBIB 
个 点 的 效 值 也 不 能 使 之 连续 ,例如 在 |0，2- | 上 ,f(z) =0, ree 1. 1] 
f(x) «1. 

(a) ”这 六 存在 连续 函数 Fa EI- haro (Op 是 积分 范 数 。) 

(b) DA NUM RFC, pe da) B, 不 存在 象 (a) 中 那样 的 收 伍 序 
y». Ro E e rai bed Fi SC 3E EUR o, 对 OT -ol 你 能 失业 出 . 
什么 ? 

12. B IEZA AL fr: 


n, Qara 1 
n 
Fa (x) T 1 
el 
r n 


XEBR LAXE CC, 1o EOS Cauchy 序列 , ACERS [a] FR 3f AT e 
13. à C'([a, 5]) Roe i Ex 
ifi suplf: +supif!l, 
多 项 不 贡 数 的 于 空间 在 Cha, b] pR? 
14. ji XXE, LX BEES BR PET 28 [RE JE R. 
* 302 «4 


is. ij 10 rbi zsjag Lip(K) 25i? 
16. dg eigo 
DUO 有 界 变 差 函数 空间 ( 例 5) TARERE. 
18. 请 回忆 各 下 再 证 明定 理 : 从 正光 线性 空 他 (的 子 集 ) 到 Banach Zr 
词 的 一 致 连续 通 数 可 以 扩张 成 它 的 定义 域 闭 包 上 的 连续 月 数 。 
19. 设 志 和 好 是 赋 范 线性 空间 ， 令 了 是 从 研 到 导 的 线性 ES Tni 
+ 区 ) = eT (21) + 人 (x2)。 证 明了 为 连续 的 当 且 仅 当 存在 非 负 常数 上 使得 
对 - -reL 有 
i7 (x) I hu, 
“如 局 关于 收 和 分 竹 一 样 , E PIE L RM ip o teca p Sesto ad. TE Op BER Ted 
Tre E.. 
20. Æ I9 的 记号 下 , 令 BL, M) AALSMEER REE 
"yt. DHB, MERRTE SR EEE, rm 
IT] = sup ATO» 


exp Ix] 


是 这 个 线性 空间 上 的 范 数 ， 
6.4 完备 性 


Banach 空间 有 儿 个 基本 性 质 是 一 般 的 赋 范 线性 空间 所 没有 
的 。 我 们 没有 时 间作 全 而 的 讨论 ， 只 打算 介绍 两 个 基本 结果 各 它 
们 的 一 些 推 论 。 这 些 结果 表明 证 明 某 些 束 物 的 存在 要 用 完备 性 
: 象 紧 性 一 样 ) 。 

我 们 将 关心 晤 范 线性 空间 了 的 子 集 的 纪 备 性 ， 这 时 艺 本 身 其 
等 本 以 不 完备 。 AfS. MATEK ERE, MiK 中 任 一 个 
Cauchy Hr plc TE miS EE. f— 564 S 4EBPIS. 47 
Lji—^ Danach FE, T 45A ESOS B DUK BI8S., 

定理 3 LEREZ, WjpLgssit f REY N 
FEE A REL up 85. 

证 明 MECHI KE. ey cs, eQJEMBUAE. Hi 
T Cezy 7, 6) m 661 b n + oues 定义 的 映射 
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m -—. MERKE C) . 
Fev R pH pM hi e, TESTE BOT 
xx Vie. r& 

ll C, n, 062 I = PT Cen, nn, 0l 
定义 了 Æ 上 的 一 个 范 数 。 由 十 不 上 的 一 切 范 数 确定 了 局 样 的 
KOPEN RE QR, ee i ) 是 完备 的 风范 线性 空间 , BrELMT AE SE S 
zl. 

为 了 证明 贼 范 线性 空间 的 子 贷 是 完备 的 ， 不 必 验 证 每 一 个 
Cauchy FEALG” ER ER PI OT ERR HY Fifa Tr 39 uL E 
ULT , 这样 仇 往 往 要 简单 些 ， 

定义 ELERESE, 在 二 中 的 快速 Cauchy 序 是 一 - 
AEI Gs. "EA 
(6.25) Ze mie. 


zx 


XE AUR RTEA, REALES (6.29) LEUR 
Cauchy 序列 。 为 了 验证 , 先 注意 
lim Sir,- tral =0。 


n ken 
于 是 , 给 定 e>0,， 存在 正 整 数 NS 使 得 
(0.207 Y TOLEONE EM 


BE RD uc N., WI 
-u (rs cte) rna fa) e sc). 

"a 

TERMES o Ey ^ Eu. 
Ei (6.26) 

len -al <e, m, n>N,. 

国 忆 一 下 ， 为 工 使 ft Cauchy Jj, 
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limiz,—2,,4,1 20 


JÀ- 364 8g. RIEA BEI a9, 如 到 os — cua ET O, ili EL 
其 速度 快 得 足以 使 
Ze, tanl < 0o, 
所 以 ,应 列 才 是 Cauchy 序列 。 
ZUR MEA EH TRKE ER Bo EK Y 

v Cauchy ESAK pe gis. : 

EA YMG RLG. BERHAK ARI] TRE 
Cauchy FAJEK rpg X ,— A iyo EE Ouchy 序列 ,对 每 一 正 
整数 存在 正 整数 Am qud 


im E ns «a ^ m, nzxN. 
显然 , 可 以 选择 这 样 的 整数 ,使 六 :<wa<Wwa<… 令 
Tg = Yin 


则 
Dre -zrabcmxrt 
-1. 
But (o due P cK, BD Cauchy FJ], WHAT 
FI LY c 9X BEEUBEAT FEE AN AOT PERR PR m. 
3X 41583 58 —- E A kg EESB8 t T —28 5 PERITI b pP RSS FF 
在 性 ， ; 
EX KSERA TAS 的 收编 是 一 个 函数 
gis. 
3E HEX c, Oel, (i19. 
(6.27) [Tw — Ty| elo - yi, a, YES, 
定理 4 设 玉 是 荆 范 线性 空间 工 的 完 着 非 空 子 集 ， ATEK 
的 改编 , 则 了 有 一 个 且 仅 有 一 个 不 动 点 ,如 存在 一 个 也 具有 -个 点 
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VEK, WT =y, 
zs Wo AER WWE A, CREME T, 
v, 
Tz, 
T? => TO), 
Tra T PS), 


序列 ZY"x 将 收 侣 村 不 动 点 y。 我 们 有 
Te- Tr" = Tr TT) 


nn ! rm-- 1 r || 


Tg Twe cfTe- Tef 
< 02 E Tx) " 

UPS g ee e= Tej. 

出 于 0<e<1l, 我 们 得 到 
STU qtia] « co. 
于 是 (Zra) 是 快速 Cauchy Rd, KEERA, FEYER 使 
E 
y= lim Trt, 


HETE- Akii, T EOC, pli 
. Ty = lim T(T"z) 


=lim T*"'ig 


=y, 
dee AT AS. 
fF ZA y EE B9 zl EO T=, Wl 
ly =z! =| Ty- rz 
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«ely - 2i. 
由 于 0<ec<1, VNDE V-]-0. 
上 面 的 铺 果 不 仅 证 明了 不 动 点 的 存在 性 ， 而 且 还 证 明了 ， 从 
下 的 任 一 点 出 发 ， 反 复 施 加 收缩 了， 将 着 过 本 动 点 ， 这 种 做 法 在 
数学 及 其 应 用 中 是 经 常 使 用 的 。 
(0 NUI 设 p 是 闭 区 问 [a, 四 上 的 韭 负 连续 函数 ， 我 们 打算 用 
Newton 方法 去 近似 ~ p , Newton 方法 是 先 估 计 一 个 近似 值 9， 
然后 设法 改进 它 ， 取 sgt S (p- 9D 作为 第 二 次 近似 ,%= 
h p ( 一刀) 作为 第 := 次 近似 , 等 等 。 这 样 , 就 有 映射 
OTa, b]) — €T, 82), 
它 由 
Tf=f+ yp 
所 定义 。 了 的 不 动 点 是 了 的 连续 平方 根 ， 这 丰 注 于 了 f= 了 当 自 
仅 当 交 - 闫 =0。 为 什么 可 以 用 收 帝 定理 呢 ? 也 就 是 根据 什么 理 
由 保证 
[Tf - Tg! mel -gl 
0<e<1 成 立 呢 ? 现在 | 
Tf -Tg- (9:— f’) 
T (9g+ 力 (9 一 万 ， 
所 以 
[T£ - Tgl. «3 ig Fleig- S N 
数 的 上 确 界 范 数 是 以 c<1 为 界 的 ， 那 么 就 有 了 一 个 收缩 。 例 如 
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设 

lp! -c«1, 
出 于 我 们 党 bd 以 用 一 个 党 数 去 乘 2。 因 此 ， 这 不 是 一 个 很 大 的 
I qan, rug 

K= dn € C([e, b) Os f (a) ple), 
FER, Fe EO STET A IEH6BS, AEE phj i ARL e 
JN. MRAKA TRIA S. 
K-—RY 


MUR Ofen ps M 
fil (p-f?*)mfzm0, 


并 且 ， 出 于 Oe] (MP + 及 <l 所 以 
fa 5 (p- f?) PES (prtfo0p-f) 


<f + V p-f) 
=V Pp. 
例 18 "E AESE. 我 们 可 以 建立 一 阶 微分 方 程 解 的 存在 
TE CRIME PE), 微分 方程 是 


Ya 


EWA, REIES A RLAR Banach SpR AT, 
现在 只 需 处 理 区 间 上 的 面 景 (R) 值 通 数 ， 我 们 假设 给 定 了 实 址 
线 上 的 一 个 区 闻 T, 和 一 个 函数 了 ， 它 把 RL (的 缉 分 ) mhilsj 
Rep. RATEGRHRHÉE y 

R—. m, 
E C i E 0 4 TET 
a 308 。 
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(6.98) Y (E) =F (x, y(z)). 
我 们 必需 确定 积分 常数 , 因此 , TE THE RA fF 
(6.29) y Gri) = f, 
RP ay J& IB EDGE RR UE ys JE E" EIER. ERS mix 
方法 ，(6.28) 是 微分 方 释 弓 
SE = fife, an, ry au 
sies = f. 9^ COE 7, S7) a 
"SI AS AR EAE 
gro) = ia 下 ss 
多 在 我 们 必须 明确 关于 冰 数 下 的 假定 。 为 简单 下 见 ， 我 们 将 
假定 F(x, y) Xj—U zc Ift-—U dm sg 0n & yx Xa 
Tx fi) n do. 
BEF AE XEHUUSJERILAÀ ECPIBI ES RC -Pup Lipsenitz 
e Hs 
(6.30) (E(x, y) -F (a, YY EM iy yh, 
AFM ERA., FRKA A, ERIRE D RREA, 
现在 要 考察 这 样 一 件 事 。 若 函数 % 308 (0.28). riti Bip iE 
本 定理 得 到 
(6.81) y) y f FS yD) dt 


X83 3€ XS 3UROM RC y VETT t RUCREU PRAE BU ERR, RESTR 

— BUR BC zh s. iX PR AE T 3873 XE TI UE UT 它 是 在 从 

工 划 辟 中 的 某 些 连续 困 数 二 进行 演算 。 所 以 ， 我 们 考虑 Banach 

ZA O(I; R), 这 是 从 了 到 P poe c on s eg, ER E Pe YU HAC 

(Ug IJ. 

IG] ssupt]GGo I ze I}, 

REA y MAES, yD EF IE LER, BE ZA XE 
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ET (3D ENDE ERU. 所 以 , 我 们 考虑 和 常数 
Bii y 视 距 一 致 地 小 于 > 的 那些 函数 记 成 的 集 : 

(6.32) K-2(y&C(Il R); lua. m, 

Ga (E uw, iO. 2i O. TPASCRET TEX IK Engage 
Cu 389p Y 


. T "PCR 
KE CCIR), 


(Py) 6x) = yo + | * FG, y(t))dt, 


| Py) (2) 2 xem [sup FI, 
Pig. gg Ty AREPA x. — BOTEI yo. GO [LÀ 
fi in. 
ó supl i1 aim, 
zi J Lu 
(6.5: Jz(x€fd we 
3F Hg 35 Hx 
K = {y€ CJ 4i R"); [Y -Yo TI, 
则 
ELI 
OXR EXE ly- y) PREZAR i kE. )HOJE 
Ass RI T E — icit 
| Cy) C2) ~ Cu) (2) | 
" I cea, gi) - ECE, ya) ) dt] 
2e -Ve ， 
ARUYE 6.3 B REX. Kb 6S, ERDER oM cl, n] TK 
的 收缩 , 根据 不 动 点 定理 , 在 ore 存在 一 个 也 上 共有 一 个 函数 
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y, 它 满足 (6.28) 利 (全 .28)》。 

于 是 在 整个 区 回 工 鞋 ， 息 位 的 问题 有 唯一 般 。 EJ 土 取 这 个 
R. HAJ 的 端点 的 值 作为 茹 始 条 件 ， 在 长 6 的 区 问 市 关于 每 一 
个 端点 求 仍 (6.28)， 如 此 继续 做 下 去 ， 关 键 是 6 不 依 殴 二 ms. JF 
及 出 唯一 性 , 解 恰好 上 丰 局 部 解 拼合 而 成 。 

ATAMLA CULWISEA FE. SOT GEHE BTIS LAO SUR, 

SHBg (AWA g Lh45pqT NX BD ACHBI 
B FRA T 3RTE SG E US Je Lip P SERIE AL, 8 (9 

O t K, ÆR, 

(ii) KE DK: DKR; 

Gii) limdiam(K,) =0, 


则 交 站 Ks 是非 室 的 ， 


证 明 KEZEL, ME) ERAEN G), Gi), (ii) 的 
尾 一 子 集 的 序列 、 设 加 是 Ka 的 任 一 点 ,根据 (i)， 这 种 点 是 存在 
的 ,因为 (证), R ,是 递减 的 ,因而 
vy,€ Ky 0 bRN. 
于 是 
an — Adio Ky), m, nN, 
H Cai T slime diun Ky) = 0, Bus 


lHimiz, — 2,1 = 0, 
nis? i 


Rite V6 G1 4 Uauchy IE 3, HF RN JE vE E89. fEdET ECL, 
使 

limis- 2,] =0. 
TRAE. 在 每 一 个 集 OK. H, AERA Ky EA. 3$ Rot n 
SN, pE Ky, GERATEN RUE J — pi iE K, Eo ta 
A RR T T.) 
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相反 地 ， 设 五 是 闭 集 ， 并 且 对 闭 子 集 的 序列 具有 记叙 述 的 性 
We. Birn) ER PA Cauchy 序列 ， 对 每 一 个 正 整 数 mw 存在 
EES Na 使 得 


Lc, — zy | «i, k, mz N,., 


我 们 可 以 选择 这 些 Rr d MN RN EN «S. BK, I i 
Bay 513/n)WK E, 


K,= fre K; Ie - zs EcL, 


显然 ,每 一 个 五 , 是 非 空 闭 集 , 并 且 diam (K,) :2/n, d T kN, 
H E, 包含 每 一 个 各 ， T NIEN;N e, WU KIOK2K32 
…。 根 据 假设 ,存在 一 点 Sx 位 于 每 一 个 天 , 中。 办 而 


lz- 2,4 2. kN, 


n? 
并 且 
lim fic. 
定理 5(Baire 类 型 定理 ) EA RORALPESRIUILX HS on T 
$E. U AREE Wy T SRIS HUM, (if 
(D) 每 一 个 U, 是 相对 于 到 的 开 集 ; 
Gi) 每 一 个 U, EK PHR, 
Wl is 
2 
di KOBEBS. 
证 明 首先 , 一 切 U, ZEER, uEBHAT T. ÆU DE 
选 一 点 es HTF U 相对 于 五 是 开 集 ,存在 ni, 使 球 
B,-7 B(zis 1) 
与 玉 的 交 包 含 在 U0; 中 ,缩小 71, 使 及 NBCUI。 由 于 Uz 在 
. 312» 


P gg xe Us pape - A, cud Kn Bio. WA U: EFR 


KN BcU,, 
Bc. B, = 
Enc L vu HFEA JIRA SRE EEUU 9. 
BoB, DBD 


lim diam (B,) =0, 


BF KcU,, 
BNKzD, 

üU FERAS. PEK EMO ERE B 中。 这 个 点 位 
二 一 切 0;, 的 交 中 。 

现在 要 证 明 集 U, 的 交 在 六 中 稳 窗 。 从 团 才 的 证 明 中 辣 到 ,给 
ELEK e>, 利用 Ui 在 五 中 剩 密 的 事实 ,选择 第 -一 个 球 Bo 
t B, B(as e). 

f& Banach zziBLA Jv BH cag n Al ECHET SS RIGSJE. 

证 明 设 工 是 Banach ZA. Si S» … 是 荆 的 线性 子 空间 ，, 
Jt H4 —A4- T mjBHEEBERU, di. S.- S.L. SOR 
Xx 

LJS,** L. 
我 们 对 开 集 0, = 工 -S, 应 用 Baire 定理 。 U, VEEN, RU, 
大 否 在 二 中 秽 密 呢 ? 车 U, 不 在 也 中 稠密 ， 则 S, 的 内 部 是 非 空 的 ， 
RES, 包含 荣 一 个 开 球 Bime). F S, 是 线性 子 空间 ,从 而 它 包 
含 雇 原点 为 中 心 、 半 径 为 2 的 开 球 ， 
B(z;8&)-2 x4 B(0, 6), 
ELA HIC - AM a GRE e dESE Co, 使 得 < 乘 此 向 基 况 于 
有 (0，z)， 因 此 S. m LRR, AFERE Un dc Long 
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34. ij Baire 4E Bl, -- UJ U, B a d L rp gái, 3x x Wear 
Us. 

Tis WE, 

有 些 人 当 欢 把 Baire EMPURRA Pó K tA, (Ka 
EK nm BET SU a, 使 得 

E - UR, 

出 在 {Ka — P Bopp AagJESEUPHEE. BOREAS 
于 系 的 证 明 中 可 以 看 ica 

$319. ih Bairo ig 38123] SIX nISUfE. A Dy Edu — 
MEJE Re RRR G OTIR, qi. WRA A HH WERI ND), 


Anat HS 
253: Vb zen HIIS 


$520. Lie R] AA j L8)Z A X ag XC ik E S 
H. A mnm un. 
FERT 
Mi IS no 


NT 


但 是 ,根据 系 , 没有 一 种 沙 数 ， 能 使 荆 在 该 范 数 下 成 为 Banach zs 
Eh 这 基因 为 工 是 有 起 维 子 空间 的 增加 序 刻 的 并 
L= j$,, 


= (feb) m, 
DARF RH CLEM 3). 
$121. MESTA TBH “处 处 ” 连 经 的 函数 可 以 是 处 处 
不 可 征 的 。 劣 斌 实 直 线 上 的 闭 区 间 工 = lc， 人 AI LEES ( 实 
ROKA ERC, 4€ COD EBORE B GNE. 4Yy m n 是 
EOU m A C CI) B i) p 3c f RGR ER FOROR ENS XJ 
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fj- r€ T; TAA, E 1, 使 得 
(i) O«c«lt—-x' alm, 
GD F- fr) | >al- ej, 
MERSU 在 C( 记 中 是 开 集 ， 这 一 点 留 作 习题 。 mn 也 在 
OD 中 稠密 。 为 了 看 清 这 一 点 ,对 每 一 个 六 ， 用 分 段 线性 函数 去 
一 致 地 台 近 它 ， 这 个 分 段 线性 函数 是 由 连接 互相 接近 的 点 的 尘 削 
线段 组 成 的 。 由 Bairo 定理 | 
S z()|U,, 
EOC WERE, S PRATIT AE? 若 FE 8， 对 了 中 任 
一 给 定 的 a 和 任何 给 定 的 正 骆 数 wo n 存在 4E I, 具有 
0< [2>] «t, 
! FO- f (2) 
| í—t 
显然 ， 这 样 身 字 全 工 的 任 一 点 不 可 征 。 我 们 至 少 推断 出 连续 
MAETI RRA f TE COLO RHR, 


xs 
"di dd 
Pd 
' » 
[| 


i zm 
l. WEBER LALSEA AELCUE UBI GR B, 1) 是 完备 
RU. 
2. 设 信 是 一 切实 ( 复 ) 数 序列 z= (e, zo，…) 的 空间 ， 以 上 确 界 范 数 
为 范 数 。 令 
Kzizcl;n-03tH lim xw,=1}, . 
(a) ENKE KATH, 
(b .之 了 是 移 位 映射 
T (x) = (0, Ti, X2, X5, a), 
iB T(K)ck. 
(c) RAT ge. 
IT (x) T T (y) I-xIz- yl. 
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BART BUB. 
d. 4iOcecl, 13i [O, c], Y] 
(T£) 21 [f (041 
AX CU) LAAk, BU bc RUM ARES f (00) = 工 的 微分 方 
Bif'- f. 从 序列 了 (0 T*(0), T*(0), =, 你 能 得 天 于 么 近似 解 ? 
4. ABI C0, 01) 上 怎样 的 收缩 算 子 可 以 得 zu fF" f 20, f (0) 
=a, f'(0) = b rof 
3. SAER BEBEZSE. AS BREOT-— BECA EE HH AI, 
EPERRA S rp. 
9. 证 朋 有 理 数 集 不 是 实 直 线 上 全 何 可 列 个 并 子 集 的 交 。 
T. uhi 211p 898 ANE U m UT, 30 Hic CD) 中 黎 密 。 
8. 赤 求 解 微 分 方程 y= 下 (x, yit] (8118) E FRA EROR Cn" 类 
HZ 38-2, 883* C 类 吗 ? 当下 是 实 解析 函数 时 , 方程 的 解 又 怎样 ? 
9、 设 下 是 赋 范 线 兴 空间 中 的 紧 集 ，{xs}》 EKNE N A R E z 
(天 的 可 列子 集 )。 证 明 帮 上 六 在 实 连 续 思 数 ， 它 在 不 间 点 x. ERRE E 
期 
FAÍ E), ken, 


6.5 X 性 


在 有 限 维 赋 范 线性 空间 中 ， 每 一 个 闭 的 在 界 集 是 紧 的 。 让 一 
般 赋 范 线性 空间 中 ， 紧 全 没有 如 此 简单 的 特征 。 当 然 ， 在 一 个 术 
ASHP, APEAREN Cauchy 序列 就 给 出 了 一 个 有 
务 序 列 而 没有 收敛 子 序列 的 例 季 ， 因 此 ， 在 这 个 不 完备 空间 中 就 
BUB HIS JP BeJe Rx Wr. 但是, 其 至 在 Banach 空间 工 中 ， 
单位 球 

‘rE L; eii) 

虽然 是 闭 的 两 且 是 有 界 的， 但 除非 亏 基 有限 维 的 ， 否 则 单位 球 扔 
个 尽 紧 的 。 在 论证 这 点 以 鹿 ， 我 们 先 考 虚 柴 些 具体 的 例子 ， 解 释 
在 Danach 空间 中 发 生 单 位 球 的 非 紧 性 的 原因 ， 当 然 , 这 个 Ban- 
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ach 空间 是 具有 无 限 多 个 可 移动 的 独立 方向 的 。 
例 22 AiE- Hyd] DU p, apso (IS 

^0 gi (1, 0, 0, -…), 

w= (0, 1, 0, ---), 

£5 = (0, 0, Le), 


移 成 球 def, = 工 (对 每 一 由 中 的 序列 。 央 为 
om— ls =2 msn, 
RUFFIRA KAUTE RE THX BICAÉTBPT EG 
HERRER, JEZER R. 
Æ Banach ZA p, BARRER. PA p 确 界 范 数 的 


C(L0, 1) BERB. Mm En f RP 所 是 图 中 中 


的 殖 莲 状 丽 数 。 对 每 一 个 有 gl d, c msn REDE 79, - 9l 
>l, 
TEA d f V. HE LZ MI S [8] D n PL PEERS, p) 22 NR FE 
的 “可 分 "序列 也 是 存在 的 ， REA A. dob SÉWENDME 
给 定 的 0<r<1, FEWE ELARI EI lji m 
En 时 |xm 一 zl 之 ?7。 可 以 用 妇 纳 法 得 到 这 些 向 量 如 下 : 对 选 好 的 
Vi, c, X 在 工 的 单位 球 中 选择 一 点 ma. BUE ms tes m 
所 张 成 的 子 空间 尽 可 能 地 远 。 
我 们 需要 关于 距离 的 -- 些 基本 事实 。 设 用 是 赋 范 线性 空间 上 
MAEZ ESL v XE LoBRUIS St, M c TUM DUEB DEOR AR) JE 
dC M) cinfis-a2. 
SB RME Lion sls, A € D, 
G) dí M)-O*«HbL ze M, 
di) 3$y€ M, Wj diety, M) -d(s M), 
23177 


Gii) 对 一 切 数 量 cy d(ca; M) = |e|d(ey M), 
证 明 (DH TMEHHME. Gi Bye M, 则 
d(z yy M) =infje+y-zf. 
由 于 大 是 子 室 间 。 并 且 yE 村 ， 当 * RME, FIR y- ERNA 
M; Y 
iy-2;2€ M) - M, 

这 就 证 明了 Gi). 结论 (liiy， 邓 于 c=0 是 平凡 的 ， 它 只 不 过 是 
Doe, ex0, | 


dlez, AM) = infycr— el 
EM 


= |ciinf yEy 
| 1 | r 
gEM é 


汗 理 ” 设 到 是 号 范 线性 空间 己 的 真 闭 子 空间 , 则 
pote M) «1, 


à 


证 明 VEdej«l, ISJSM fg E, d(ey Myslel Dj 
HH. 
Oscsup dla; M) «1, 
NEL 
4 O0«r«1, fel] S ur Bpxc L ARRA — TR e, 满足 Ces 
说 ) =。 这 衬 就 能 证 明 引 理 。 — 
BUE JE, wena, 在 二 中 存在 加 最 ro {E 
d(rgy M) 070, 
£81 5 8: 05 (iii) 


/v 
d" Ta; M ur. 


BRoprYr«Àl ffdmpEÉEye3, {ii 
a 318. PIT 


damnet. 


€. | 
j T 
gy To -Ys 


Wiel «1,3tBrE—312053 (80; 有 有 daMe v, l 

定理 8 设 工 是 无 根 纵 的 冉 范 线性 空间 ， Orel, 在 工 中 
有 各 其 的 序列 {z》， 人 

8G) Wan max 

(i) Hmn, |En- mlr. 

IEA 设 z: 是 坪 多 单位 球 中 任 一 ( 非 零 ) 向 量 ，M 是 由 zw 所 
张 成 的 子 空间 。 由 于 五 不 是 有 跟 绊 的 ， 对 1! 是 二 的 真子 空间 .出 
定理 3, M, BmI. Heyg, Fent z,€ L, Bi jelsi, 
并 且 Q(zz; Mr, W 并 ;是 由 x! Re 所 张 成 的 于 空间 ， 则 M2 
是 二 的 真 亲子 空间 ， 改 存 症 间 的 ED |e! <1, RH dns Ma) 

。 继 续 进 行 下 去 ， 宇 选 好 了 meo. om 以 后 ,就 可 以 在 单位 球 
Hilos ms WIF Tayi IJH Bis je ERT OEA 
于 等 于 了 。- 

KK Reb 7 为 有 限 综 8 JARRY È 的 六 单位 球 
{ED ejs DERS. ; " 

iE ann RRI, MéXcdE-— GE DALI R (Uu 
C*)—E. BO 皇 范 小 的 等 价 性 告诉 我 们 ， 对 这 一 范 数 的 堵 单 
MERR T A R 由 Heino-Borel 定 

CEERD. - 有 E We. ^ 

 EIGMRBRR,. ind CHEER. HEM 6, 4E 
单位 球 中 ;不 存在 可 分 序列 。 于 是 线 论 为 工 必 须 是 有 限 维 的 。 

X RUE) 4E RE ih. AERAR 油性 空间 中 ， 每 一 个 
紧 集 的 内 部 是 空 的 ,也 就 是 作 - AME ENT, AT ERRA 

» $19» 


铀 范 线性 空间 中 紧 集 往往 是 重阳 的 ,我 们 对 紧 集 还 下 再 讲 几何, 

定理 7 设 到 是 赋 范 线性 空间 工 的 子 集 ， 则 下 列 玫 性 事 是 等 
价 的 ， 

(0 KERR. 

(ii) K 是 序列 紧 的 ， 也 就 是 在 长 由 每 一 序 齐 有 收敛 于 中 
点 的 子 序列 。 

Gii K 是 完备 的 ,并 县 对 任 一 >0, K np ptr ort 
为 SERIE E 

证 明 HORA. Wins dRKOBERBZR. qn) YEN RRT R 
Sb, DD E BAR] eg 4pm UL. ARRA A BAS n [rs H 
于 长 是 紧 的 , WLU U, Priitp A cR E a 

BEGUDA., EKIH E— Cauchy FEX Sil SCP-K 的 点 ， 
这 是 因为 序列 的 紧 性 保证 了 子 序 T M 
Tu SX ^ PE 90, Dj e Fe PC SCETFEZRUGPRIS.) Wwe>0, € 
BE n USC Fo e- RN. BOUM, del HEN — s 
I3 Bv e) REAK, REEK dir) o dU 但 


jc SE ile -mixs。 由 归纳 法 ， 得 到 玉 中 点 忆 的 序列 ， 
使 得 (对 每 一 2) 


Iz, ~ trl Ee, k=l, n=l, 
RF FI Cn. $835) AES fe BCTOTS 3). TÆ Gu EH 


T ii), 

TíES B Bc Eo Hg Gi) uEB] Qi). EGD mE, dE) EK 
PFA. BDHBRASERBCAIGOOBEDIREDXSK, 这些 球 中 省 -一 
个 必 包 含 无 限 多 个 wm 的 值 所 对 应 的 mus 选 出 一 个 这 种 闭 球 KK1, 用 
ACER T HAREAK. 将 每 一 个 这 样 的 闭 球 和 KR oR 
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交 ， 必 有 一 个 交 包 售 无 限 多 个 RANN Sa B E K, 
用 半径 为 D RDN Ks, 如 此 反复 进行 下 去 ,由 归纳 法 , 得 到 


中 当代 在 序列 ， 
{i) K,5K;2K325-- 
(ij limdiam(K,) -0, 


Gi) MEREN PUO E, AE o. 
对 每 一 h E Ka MEPE ws。 用 全) a) Ji Cauchy 序列 ,由 于 区 
是 完备 的 , (TEIKT K ij. 

现在 我 们 要 从 (ii 扒 出 的 。 设 (iii) 成 立 , ( 象 我 们 上 面 所 证 
沟 ) 天 是 序列 紧 的 ， 这 意味 阁 及 的 任 一 可 列 开 禾 盖 存 在 有 限 子 槛 
益 。 因 此 ， 为 了 证 明天 是 紧 的 ， 我 们 只 币 要 证 明 下 的 每 一 个 开 柳 
姜 有 可 列子 覆盖 ， 这 做 法 ( 儿 乎 ) 和 和 证明 Heine-Borel 定理 (第 2 
章 定理 13) 的 方法 一 样 ， 不 过 在 证 明 中 我 们 需要 寻找 次 代 物 用 以 
代替 以 有 理 数 为 中 心 并 以 有 理 数 为 半径 的 球 。 

首先 ， 必 须 寻 找 慌 的 可 列子 集 使 它 在 到 中 番 密 ， 可 以 如 下 进 
行 。 对 每 一 个 ,在 KR 中 选 有 限 个 点 ,使 以 这 些 点 为 中 心 并 且 六 花 
为 二 的 球 履 盖 玉 ,把 这 些 点 合并 成 一 个 集 , 它 是 区 的 可 列子 集 ,也 
EE (OBERE AR, 这 是 因为 (对 每 一 个 n) 下 的 任 一 点 是 在 这 些 点 
中 某 一 个 点 的 距离 为 二 的 范围 之 内 。 

第 二 ， 将 上 述 可 列子 集 的 点 排列 出 来 ，%1，zz，-…。 对 任 一 
加 ,考虑 关于 a, 的 以 有 理 数 为 半径 的 一 切 开 妹 ， 一 切 这 样 的 球 ( 当 
变化 ) KERETI, WETH B Bo Bs,…。 这 一 开 球 
序列 的 重要 性 质 是 ; 每 一 个 和 玉 相 交 的 开 集 包 食 一 个 集 Be. 

现在 ， WE(U.PIEK UE JPORRAM. TÉYEON IDEE p URAY 
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IEEE XC HU EO ANARE a ALB, IL E EXE T4 
RU, 中。 对 每 一 个 asE N, EPEE an AR REV.. 中 ,于 
RU. ncNO BKnSACP)BM. 

我 们 己 经 建立 了 

全 一 (ii 
DONE 
11i 

R 设 S 是 Banach zxjpX fe, MUFRA. 

G) S WARE RK 

Gi) AKRE -FA GA 中 ) 收 化 的 耶 序 列 ; E 

(iD 对答- -5>0。8 可 以 被 有 限 个 半径 为 6 的 球 所 覆盖 ， 

s8ZEeX*gkHS Ascoli ENAREN AREARE N 
-ERA LIES A E -Ascoli EAA T Brux HD ej 
RASA. REA EM, BURTDÉRME T RAEE 
函 获 的 序列 有 一 致 收 伍 的 子 序 列 。- 

设 玉 是 (在 某 一 赋 范 线性 空间 中 的 ) 紧 集 ， Roo EK rx 
绪 复 什 函数 空间 , 仿 备 有 范 数 | | 

Ifi. =sup{] f (2) lee K), i 

SEO) 的 子 集 ， 即 到 上 的 一 族 连续 函数 、， BUES (的 闭 包 ) 
是 紧 的 ， 我 们 看 一 下 & 是 Banach 空间 C(K) 中 的 紧 集 意味 着 什 
A. : . : . 
4620, 我 们 可 以 用 有 限 个 e RANS., Meum, ES pE 
TERR Jo s fa 使 对 任 一 了 EB， FR | 
(6.83) (f, If- falce), kEi yh 
HA-A f. ES ERO RAEES HIE TA P9 
致 元 在 基 一 个 这 样 函 孝敬 e SE ns: Yap NIS Seq EACH EB UH, 
这 来 示 S 中 函数 是 * 等 度 连续 "的 , 即 若 z BOE V, 则 对 5 中 一 切 了 
一 臻 地 有 Fn 靠近 (y). RI, 对 给 定 e， 象 在 (5.33) 中 那样 
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选择 fio. fn 80 Sa 是 一 致 连续 的 , 因此 
Ifa) ~f l<e, s, YEK,  |e-vy| «6,, 
取 6 it ca 中 最 小 的 一 个 , 则 
(6.82 |f. -f.GD|«e, a,yEE, le-yl<6o. 
ATES pH AR TE k, Ln, 使 了 一 致 地 在 P. 3 e B. 
AA, ESL C . 
lf 2) ~ F991 S|f ORRO] 
EPCOLEPCILSIPCRE ZU. P 
{fr -f(D <3e, æ yEK, |r-y|«0. 
EX WOREK LKRN, B 2EK, 如 果 对 任何 e 0, 
1h35 670, d 
lj()-fü)|«e yEK, |z-yl«oó, FES. 
就 称 族 8 在 x 是 等 度 尝 续 的 。 若 对 任何 e>0, 存在 6>0, 使 
F- F| <e z,y€E, |e-vi«06, FES, 
MERIK S ECD FREN. 
刚才 我 们 已 经 证 明了 OK) 的 每 一 紧 集 是 〈 一 致 地 ) 等 度 连 
Bu. Ascoli EARR BARVZESUGE GE. ARRIEN Ascoli 
GERI V. BD 38BIETGEWEX BxEBSREQ€ Lax fm s 
可 以 然 续 定 惠 的 证 明 , iUa SHEL S] PUT 
例 23 iz K-le, bj ERER EI SAEN. ££ (0, 07 EW 
最 简单 ( 有 起 > 的 等 度 连 续 函 数 族 生 出 民 数 的 估计 得 到 的 。 对 光滑 
"T S, 4 
f£) =C + | fidt 
瓜 此 
CA OL 


|vw- ylsupif'l. 


Io 
to 
f 


现存 考虑 ca 类 函数 中 导数 以 AROGANTA. IARA, 从 
FOA f£ GD ETE IR EE — SM ds 
|f (0) - FG) E 3 le gl. 

所 以 , “给 定 s, 可 以 选 到 同时 适用 于 族 中 一 切 沁 的 一 个 sp。 这 意 
味 老 等 度 连续 性 。 昂 然 可 推广 这 一 例子 到 下 述 情形 。 令 M0, 
S 是 ra, 0) E.—Up SAMIRA ESOS WIESE X Ca, 6] 
(一 致 地 ) 457€ YEA IR C. | 

例 24 在 各 种 各 样 问 题 中 (例如 求解 微分 或 积分 方程 ), OR 
到 以 下 类 型 的 积分 算 了 (运算 )。 假 邵 在 长 方形 la b] x[e, d] 上 
给 定 和 连续 函数 下 ,我 们 可 以 定义 变换 

Cile, d) 一 。C(fa b), 
T 是 这 样 定义 的 ; 
(Tf) 6) = | FOK (s, tdt, 

现在 

THD - (TA) a) FDR Gs 0 - Kt, bd. 

(CT) 60) - CIF) YW | M (2s, y) | IFO [di 
式 中 
M (x, y) -Sup(!K(z, 4) — K (y, Dl eted}, 
由 于 五 是 连 续 的 ， 
lim Af (r, y) —0. 


Uie. I TE (Fs SIF SD ERI — AP E YE HE ER ROG. 即 
s-irnf Ifi «i 


是 等 讼 连续 的 。 
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鲍 25 RDE IAEA, SEDL HAN E 
数 ， 
fo-3. 
ENEE ERAR D LL RU E42 1e HAR, f R 
ZUR. mde 2s N, A Cauchy 公式 (5.38), 


UN f (2) 4, 
f (e) —9Omi " -1 ps 


-l | Fle e e'^dé, 


2x Jun e!6— 
TÉ. 
H 1 18540 i l 
If Ca) ~ f (P) i = 37 y f (ei*)e | guza] l 
Lj ; 
ec |f Ce jil- (ett — ei 8) Ja 
xja ~B] lfi. 
. g, |. iet a] Het - 8|-d6, 
如 果 限 制 w, 8 ERATE F- 
D, = (a; [a| T), 
pil 
Je? - a] z-1- |a] 
ml-r. 
所 以 
(6.85) - Lf (e - FD I«la- 8! ., IAE TE’ œ, 8€ D,, 


显然 , 若 了 只 不 过 在 DD 下 解析， ee E: 
H (6.35) SEND 4l, E M 0. D. EUM AROR RN iE 
在 每 一 个 紧 子 圆 盘 D. LECS) 等 度 连续 的 。 等 度 连续 性 是 
: 325. 


复 解析 函数 的 另 一 重要 性 质 ， 
定理 8CAscoli) 设 K 臣 ( 风 学 线性 空间 中 的 ) XS. Sd 
CCK)893- 88, DS JS 2 ELDUM S ZEE 09 o6 E89 8 C7 80 


度 连续 的 ， 
证 明 ”我们 利用 等 度 连续 的 定义 已 经 证 明了 内 理 中 4 仅 当 * 的 
84M. WEJAEBHECGO M, (ERSTE acm 


By, XRUXGEGEFRZYUWEYENLQ I. Wisi LAE 
REI TJA. 
IAM, n=1, 2,3, = 

我 们 必须 从 (Sa) WWE EAEE, RE Gv (A) 
ENGERER H e>0, PETHA, GCPXAPR— 
WERZA, JREE— XGdoMT e CHUTOSGUE-HZEETOÉT 
C(K)mBü) e3RPI). WERNCZ EY TAERE, I 
ATE IARE ET 187. 选择 CORO 中 灶 径 为 工 的 
WO BR ANS B T RV S 


fo FHSICERON 于 的 球 ， 它 包含 元 限 乡 个 m 值 的 fus 等 等 。 由 
归纳 法 就 得 到 CC) 中 的 序列 BDB, W (1) diam G2) -»0 
MODE- B, 包含 无 限 多 个 值 的 fa M Bs 中选 出 f 就 得 到 
了 我 们 所 寻找 的 子 序列 。 

所 以 ， 现 在 涡 要 证 明基 本 事实 ， 给 定 <， 由 等 度 运 续 性 决定 


(8.80 170 - foty)| € 3, m yEK, jz-y.<o. 


TER HFEA Vis cc» wys EFR Bra 00. HAK., MY RUE 
[fm ~ fil < es 


(6.37) (Falt) - fale) l «3 k=l, e, N 


H Te ARER (0.90) OPE PR n, n, By 
IP'OLEZZOIESIPCORRPPCOSERMCORLEMCS 
! +t | (ea 一 Ce) 
但 是 ， 导 找 消 是 下 述 条 件 的 于 序列 号 很 普通 的 ， 对 子 序列 中 任何 
一 对 fm 和 ,它们 的 其 (fw 了) 在 有 限 个 点 2， c» fy KOE 


小 于 RS EO QD, n fin) 28 OP 的 有 有 界 子 集 ， 因 而 对 


[£-— 85 Aequi. XT B. 
X BUEK End Eze EAA, CE Je 
SO SR E XS DES WEE TEI US, BEEK ERCE 
HR WEDGeYmBbpsj i£, C^ RD LARIE. ÉD 
Fr] y, 
"fo <M, «o ns1,2, 8, - 
ju ^ Dr? o EDI T A 435 YI. 
WEBB WARIH 25 中 所 证 好 的 , Ze D Fato dg BLU SE 
Jon AED EUCEHREU E SERE ESERS. di Ascoli 定理 ， 显 
E. EKDE KTE, WDEK LI omn i T E 
列 。 我 们 杰 杂 找 一 个 子 序 列 ， 它 在 冯 中 一 切 紧 集 帮 上 阮 对 一 致 收 
9x. 
i p) 这 um 多 紧 集 序列 的 并 集 、， ql. UL OR, ILE z R 


(i) le]em 
GD 从 2 到 如 的 边界 的 距离 不 小 于 


则 Ka A 紧 3, 
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KCR CKE; 
D= E K,. 


RUA 4E T ED HRT KLA RRI PROC TL fn 选取 子 
序列 S DSDS, 使 子 序列 5S, PD Hed Ku LAE 
间 的 距离 一 致 池 小 于 2-"。 于 是 在 刀 的 任 一 紧 子 集 上 ， 任 一 子 序 
列 | 

Fa ES, 
一 致 收敛 。 


3 S 


1. 设 {f 由 是 闭 区 间 [a, 好 上 的 0 类 函数 序列 ， 则 {f,} 是 等 度 连 续 的 
当 且 仅 当 导数 序列 {f 身 在 上 确 界 范 数 下 有 界 ， 这 命题 正确 吗 ? 
2. ZHPF.MELe, b] 上 有 界 变 莽 函数 序列 ， 若 每 一 个 已 。 的 全 变 益 最 多 
是 1, 函数 
f.) = | Ps 


的 序列 等 度 连续 玛 ? 
3. 如 果 您 不 知道 Ascoli 定理 , 你 能 明显 地 看 出 在 [0, 11 上 和 仁 意 一 个 
其 导数 以 6 为 界 的 光滑 函数 序列 在 上 9, 13 EX — Soc SCREEESSU3 7 
4. 4 
T 
C([0, 11) — C([0, 1]) 
是 一 个 映射 , 它 被 定义 为 
TAE =f FOKE, tdt, 
式 中 下 是 正方 形 [0, 1] x [0, 1 Eit. BA Cdo, 1) e RT 
fc, ME T (B): C([0, 1]) 中 有 紧 的 闭 包 . 
5. 没 呈 是 {绝对 ) 可 和 序列 空间 : 
£= (£1, facra “why 
izi= Dln! <o, 
i Banach "fp? rh, BETE 
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$-im Ve n1 2,3, h 

SARA? n 

6. if 是 团 区 则 [0, LHAREN, /(0) = 0, AIl. 证 明 
EFAS, P, fj， … 是 等 度 连续 的 当 且 仅 当 f< 

7. RO, 1] EXE AE En f SF, 使 (0) = 人 9,14。 = 1 ERER 
性 空间 C(O, 13) { 范 数 取 积 分 范 数 L-- rb, WFA ARAE. 

8. iRSmT EGER LISETA. nuum S T RES. GR 
示 : 加 法 是 连续 的 .》 

9. 设 Ca( 刺 ) 是 实 直 线 上 的 有 界 连 续 复 值 短 数 空间 ， 用 上 确 界 范 数 

Mi. supi# | 


"Wig. RfeCa4R) € R,fgni-pEERREEMC 
fi) =f GeD. 
GOMA 00, f= f, 就 称 了 是 周期 的 ， 证 明 ; 车 了 是 内 期 的 ， 则 了 的 一 切 
平移 所 成 的 集 是 Cz( 玉 ) 的 紧 子 集 。{ 提 示 : 考虑 把 + RES 的 观 射 ，) 
130. 参考 习题 9。 函 数 / € Cs， in 的 一 切 平移 集 在 Ca(R) 中 有 紧 
Hed f IRAN GN. GNU. 
G) Bi FUR IRER ALAS RURREUR ME ELEC, 任 一 指数 多 项 式 


BOSE INN RER, ceC 


ERA fg. 
(b) ”两 个 殉 周 期 函数 的 积 是 路 户 期 的 。 
(c) “至 周 期 函数 空间 是 Co (R) HATER. 
11， fE Cs(R) 是 殖 周 期 的 当 且 仅 当 对 任 一 *>0， 存在 020, 使 任 一 
KEJ SKRABER EHE (€ 
| (f -falece c 
《提示 :用 e- 妹 覆盖 平移 集 ，) 
12. 5 i n REEK e o, 是 实意 线 的 闲 区 间 NT. (x 
EDRR. AN os 在 了 上 没有 零点 ， MEE I ARRIYA 


" eof caf 十 “tof "=0 "" 
fom BUE Ce 类 C") titt RERO " l 
` 有 


加 设 好 是 微分 方程 的 解 集 , RUM CS ) 的 亲子 空间 
| 18295 


(6) 利用 Ascge1i 定理 和 4, 没 有 零 虚 的 事实 证 明 条 的 闭 单位 球 是 紧 的 ， 
因此 , M 是 有 限 维 的 。 


6.8 商 空 间 


设 荆 是 线性 空间 ， MRLISCREN) T ihi. Tm 20) 可 构 
造 一 个 线性 空间 /M， 通 常 把 它 只 做 工 关于 模 玉 的 商 (RA) Z 
阅 ， 我 们 楼 利用 商 空间 讨论 赋 范 线性 空间 的 完备 化 。 

ABUS, D/M 是 由 了 工 中 线性 运算 所 得 的 线性 空间 。 在 这 线 
性 运算 下 ， 五 中 可 全 铅 波 的 其 如 果 是 子 空间 了 中 的 向 量 。 就 把 这 
Wi 4m m n dern. 

ie Fy Lea sr, 我 们 说 EA a x5. "T i 
成 
(6.38) 2:5, mod', 

XH LB IH3E (5 y) eM ip. XCPRBUL LACUS ERR ME 
Ift 

(a) XP Lp s, s=, 

(b) 车 z= Wyss, 

(cj 车 w=y fyc, W ems, 

AOEIPO RORMGE URIBUTON ERR. 0) SER ELEM p, (D) 
MHE- EHE SUR SCDYTEM p, (0) 对 中 两 个 向 量 的 和 仍 在 好 
E cd r | 

同 祭 可 以 相 加 或 用 数量 乘 ， 

(d) Ë nS =y 则 e tEn HY 

(e) zi 2% 三 y, W crzcy, 

这 些 结果 从 型 在 向 县 加 法 和 数量 乘法 下 是 封闭 的 事实 直接 可 以 得 
NO TI HEAMANA NAER A qna 
&-1, =, nones siy c5, 06, 是 数量 ， Wj 

a 930 « 


CB H ee H Cpl ECA 二 
AES BM Pape to ERR CM nre t RLO fel. TENE a)-e) 使 
FPE L'pgt(ifRYbis R E Y gg. LRR E — Tox —3Ó8 3E 08 
rP 85 fap P mof RU OL. 

例 25 我 们 讨论 区 间 La，56J 上 的 分 段 连续 函数 的 积分 问题 。 
MRAYSLA EX, 在 线性 空间 工 =PC([La, b]) 中 有 哪些 函数 在 线 
Tied pupDMIAERURT 它们 是 这 样 的 函数 :除去 有 限 个 点 ， 其 
前 数 科 部 是 0。 这 些 画 数 正 好 是 分 锋 连续 函数 了 ,并且 | 

fri -o. 
32 fl HE DUE ARAE Los X Bur. VEM JEEP BRL EB LEAL T 
"qr, 
f=, modi 
UDUTT REG LEID F = gle), 特别 可 挫 出 


HA EFE UT AREI BC LU RAO ECRIRE m RE, 
KEPET RRE. 

AAP RRA URTATI REEN, RREK 
ERE L/M 的 概念 。 REKE HERRN EA RET bn at 
空间 中 的 线性 运算 3; IXA. WERA T DAJTI Eie r 
Tre du — e en EH PIER RS h peA 
I5] Sc fE C8 xr d s TE R 
(6.59) Q(z) = {y € L; =y, d 
注意 QG) dE Lt) RANTE, C Koc Md a 
IT 

Q(z) =+ M 
ziztznzeM). 
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NE Ad. 


书 下 条 件 是 等 价 的 : 

ü) Ræ =RU). 

GD s Ay 位 于 如 的 同一 个 平移 中 。 

Gii) s+M=y+M, 

Gv) yEM ij eph, 

(v) wy€Q(z), 

现在 令 L/M RR MY:—UI CRI) SERE, 在 D/M Ew 量 加 法 
和 数量 乘法 定义 如 下 : 

Qu) + Q) = Rr: + wo), 
(6.40) 
| eQ(z) = Qe), 

degit, dk L/M 中 的 运算 将 用 下 法 来 定义 ,并 月 映射 


l 9 L 
(6.41) L— >y 
RANER. 

定理 9 R L/M ETZ SRA 一 切 平 称 所 组 成 的 集 。 利 有 
Bk 


Q(z) -» x4 M, 

"UTE L/M rdsmnmZrissmagzs re, 并 且 L/M 工 的 这 一 结构 

一 的 。 

证 明 设 和 和 和 全 > EMAYE, MEQ EREE, M T.H 
T. 寓 加 的 规则 是 ; E EE n, € T, ， 即 对 每 一 个 向 明和 有 QGQO 
TI 令 
(6.42) Tit 7;2Q(n 27). 
Ab ux MY RD ELERE ef paie 我 们 必须 验证 平移 
Qu E r2) AMKHCY m 和 人 的 选择 , 即 它 对 一 急 c € T, fü o; € T; 
ee - 样 的 ， 然 而 ， 这 不 过 是 关于 模 开 同 余 的 性 质 (0) 的 简单 复 

XR, f M Cd) TB HB, 同 余 向 晤 的 和 是 同 余 的 。 

设 了 是 站 的 平移 而 如 是 线性 的 ,定义 c 的 规则 必须 是 : 低 选 
fihtrecT,WeQG)-Tüug£—s & 

cT = QCez), 

1524 BRAIN T hp e, Q(ce) 是 同一 个 集 。 这 是 关于 
模型 同 余 的 性 质 (e) 的 复述 ， 性 质 (8) 指出 ， 数 最 乘法 保持 同 余 。 

我 们 已 经 证 明了 有 一 种 也 只 有 一 种 方法 定义 有/ 杂 上 的 向 d 
加 法 和 数量 乘法 使 (6.40) 成 立 。 为 了 证 明 在 这 些 运 算 下 LA/ 二 是 
线性 空间 。 我 们 必须 验证 6.1 WEER), 这 其 线 件 空间 
的 性质 ， 加 法 是 可 结合 的 ， 加 法 是 可 交换 的 ， 在 加 法 上 的 数 且 是 
可 分 配 的 , 等 等 。 有 了 满足 (0.40) HRI Q, MERERI 
易 的 ， 每 一 个 性 质 虱 从 空间 地 的 对 应 性 质 得 8S[,:5 £8, d L/M 中 
DREE Q(0) = M, 

REES H LAM upgpLXpeuMuimeRm. 3t oco, 映 
3t Qn rpm f. 

AULA ALHETEu, Mit LATESAN, WERE LAM 
LA-A HA EA. AIMO b dB: L PUL G RE 
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Èl: 
(6.43) ITI =infiyl. 


当然 , 这 可 以 改写 为 
ll] za M = infia + al, 
XX SET e, "Q(x) B9 OE MJ. o SEM RB ES. 
引 理 设 工 是 线性 空间 , 村 是 工 的 了 空间 , 9 hol 是 工 上 的 
半 范 数 。 由 (6.48) Brig CES BRL LL LAE L/M ege i 
MEA EFIA ETF), E EA. 
证 明 Ef um WCOP REX AE 
(i) 对 每 一 个 平移 了 了, 由 于 sec Ed fedus 
Britz Os il T il «eo, 
Gi CWTpTGEuE fü XU du UST T EM BQOERdE. dE 
m € Tu z;€ Ts, Wb r0) € CE TO, TS 
ll T. e Tall bm emi 
«nt dz, 
对 一 切 wET i; € T; ERRO RA 
时 了 十 全 
GE) 设 多 是 开 的 平移 ,6 Jc 
eP i =infjiczi 
-infle| la] 
vr 
= ielinfiaf 
= ic 全 省。 
AT SEE d AEPRTRRUI A. RUFAA T, ITH 
-0. Hig dE T PRAY 3] Gu) E 


lim EN T 0, 
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TEDA, P m real, Dii a, 有 形式 
Ba = m2, PEM. 


limjz-2,| 20 
^" 


lim(—2,)- c, 
m 


ERKL ZEHLEM., TR TM, PARE L/M p. 
L3] f C E nm gr L/M 上 的 商 [ 举 ] SEXE, de LECHE 
特定 范 歼 的 情况 下 ， 通 常 总 是 假定 在 工 /M vg pv Prae i gs 
LMECE 153 000353 


ENLI LAM ERRIRE ER. QC CHO MEERPETYIIEGA 
Jp HE QC) UE zh as EE (2 B. 
d QG) -QGD = P-n HI x jm y. 

ESIR gCRCE 89 108 OUO T. ERTI ES HE TS HELM ALTRE 
TIR REGE. dcl UR et ibus, &— rr SE BSEAEBIRT, 
ARTE — Hee OP ee Pn. Mgr p E LH prs mist rk x lg] 
JJ Boi: pn 3c fa] p Pes 6S BRE E UU Pig mda fel 7/23 38 
RRR RPEN E, ESPERES, AMbAGRBI 
ZETET BE EAE ISEXE. SO SEBOCS BI BESESETT REIS T. 

ik— 8 BL RUE S NSRR. 

例 27 kjeft DEE EZOM BHUR A, 

A = {æE F; [ej -0). 
FGA, MELART, MERIKA TEA. DÀ 
B L/M LARENA E. EAF 它 有 一 个 很 
特别 的 性 质 ， 
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il Q(a) ll = el, 
其 实 , Hp fr ha D/M 的 方法 是 很 自然 的 ， XE LAETI ht 
空间 M. 
考察 例 26 的 一 个 特殊 情况 , 即 当 二 是 分 段 连续 省 数 空 间 ， 取 
积分 半 范 数 


fhf Ii. 


用 半 范 数 是 鹤 的 喜 数 集 去 除 工 产生 一 个 新 的 线性 空间 ， 在 这 个 新 
空间 中 ， 把 只 在 有 限 个 点 上 不 相同 的 函数 看 成 同样 的 函数 
商 空间 中 的 向 量 不 容易 描述 ， 只 好 说 它们 是 呆 一 — 

此 ,常常 象 例 26 那样 运用 特 站 porticu ica ds 
2:16] fac i9 Fa] 4 SSH GE 3 E ERI 

关于 上 一 引 理 的 证 明 有 一 点 机 注意 ， 在 有 关于 范 数 线性 空间 
的 课文 中 ， 我 们 没有 讨论 收敛 性 、 开 集 . 闭 集 、. 完 备 性 等 等 。 如 果 
可 以 做 的 话 , 这 是 容易 而 自然 的 ,因为 这 些 迪 情形 式 上 和 赋 范 空间 
中 是 同样 的 。 但 是 有 一 个 混乱 的 地 方 ， 一 个 序列 的 极限 可 以 多 于 
一 个 。 对 

lim az, = 2, 


lim wn = Yy 


上 只 告诉 我 们 4z 一 外 =0, FÆ, y=r+z WP z AFHR, A, 
若 序 列 收 化， 它 的 极限 点 集 是 零 向 量子 空间 的 平移 。 特 噶 ， 任 一 
闭 线 性 子 空间 包 侣 零 疝 荆 空 间 ， 当 我 们 利用 .- 个 曾子 空 河 举 司 造 
jii 5: [a] IF] , 这 就 是 商 半 范 数 菇 动 成 为 注 数 的 原因 ， 

定理 3 H LJMo6fejE MN qeIXqkwM. M 是 癌 线性 子 空间 ， 
W 5/31 是 Banach 空间 ， 

证 明 ”我 们 要 证 明 上 /以 是 完备 的 , 这 只要 证 明 在 /于 中 在 
一 快速 Cauchy Fe zi Stir T. cde 文 样 的 一 个 序列 ， 
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(6.44) 00 EU. Tua «o. 


B QT EM, 


Hi fid XB iE S, xpg-- ETE n, 存在 上 中 条 时 z，, 使 得 
Q(s) = T, - Taris 
(6.45) 
1l T, Tuali 2. 
IEE f o. 8819 Qe) = 定义 
Ea =g (zit t Ze), n= 2, 3, 4, *— 
于 是 
d.—2,,72,5 n=l, 2, 3，… 


由 (6.44) 和 (6.45), 我 们 有 


Še, -z ab <È T, Tua X27 


由 于 元 是 完备 的 ,所 以 快速 Cauchy FEA) s.) HACER, 
l limn zw = t, 
EN Q EHE, 
limQ(z,) = Q(), 
HE, 由 于 l) -T,, Qr, En) =Q 72) Tnn- Tu, HE 
En, AH Q(e)-T,, T AE GEL/M B, {Tu 收 伍 于 向 量 
T-Q(a). 


3 E 


1。 对 ORO RRIDEROIKE). RME R' BOIS ATETUER, D 
如 通过 原点 的 线 或 平面 。 设 ML 是 和 对 正 交 的 一 切 向 量 所 成 的 集 
Mizs(z,2350,—0zc M} 
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(a) 证 明 M+ 是 R! 的 子 空间 
(b) i&ze R5, 证 明 只 有 一 个 向 量 zE M 可 达到 下 确 界 
f temal, 
#HE(HRADE) -20M 
(c) f£-(EÉixe€ R33 可 准 ~: 表 达成 形式 X=y+2z， 式 中 yE M+ 而 
2EM., 
(d) mum RYM pi ML 衬 一 致 , 这 只 要 证 明 条 的 每 一 平移 只 合 -- 个 
MY gut y. ijt IDEE y HKE, 
2. iLJAPinI-1,1] kh): SC CD d m a], EO ESSERE 
1. MELB R: , 
f(x) - (x), - 1 r«l 
(a) ERMEL Bp) s ia]. 
(D iPHNEMBPHE—TEN&ER—TÓSÉE. 
g(-x)7 -g(z), -1xx«l. 
(c) L/M MADRE. 
(d) Æ L/M KAPAMA X EST dS RE SR XA 
ny? 
3. iRMJEHWERIELB TES, ATEA IR-RE NERE 
变换 : 


T ; L 
L— NÑ. L- M 
T (ez gy)2cT(x) + T(y). AN |s 
Ringe M. T()-0, WATEA LMAN IS. TSA, 


性 变换 ， 使 了 是 了 PEROS: 

4. 设 形 是 跋 范 线性 空 际 工 的 闲 子 空间 。 JUJ L/M 的 开 子 集 当 
E423 QU'(CU) 是 工 的 开 子 集 。 

5. TEATRAR LSU n (ux SESS 3A, 证 明 下 列 条 
件 等 价 

(G) TELLS. 

G) 存在 常数 好 >0, H— reL, E4 

IT (x) E M Iz]. 

6. LJ DOW. FÆL EREZD, B f 是 从 工 到 数量 场 中 

药 线 性 变 换 。 证 明 了 为 连续 的 当 且 仅 当 零 空间 dz; f(e) 20) 是 工 的 闭 子 空 
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T. 没 导 是 赋 范 线 导 空间 上 的 闭 子 空间 、 证 明 并 商 映 射 
CS 
M 
下 , 开 单 科 球 8(0, T) e EHE L/M 中 关于 原点 的 开 单 位 球 。 
8. 设 工 是 线性 空间 。 对 工 的 任意 子 集 有 自然 的 方法 定义 它们 的 和 以 
RECS. 
A+ B=4{r+y; rEA, yE Bi 
cA={cr; x € Ah. 
(a) 456.1 节 定义 线性 空间 的 性 原 (1) 一 (8)， 证 明寺 的 一 切 子 集 全 
体 加 上 这 些 运算 满足 除了 霍 疝 最 存 在 生 和 名 向 加 大 诗作 外 约 - 团 条 件 ， 
Bs WMOELEUTUH. WA LM, M 的 平移 集 , 在 上 述 运算 下 是 向 
Wh]. (确实 ,这些 运算 和 我 们 对 L/M 所 介绍 的 线性 运算 要 -X. 
m 在 集 族 中 所 定义 的 运算 下 ,要 使 子 集 族 能 成 为 线性 空间 ， 证明 (b} 
所 描述 的 方法 是 唯 . -的 方法 ， 换 名 话说 , 要 求证 明 : 车 工 的 一 族 子 集 在 这 些 
运算 下 组 成 一 个 线 竹 空间 , 那 末 它 必 是 工 的 某 一 子 空间 的 平移 族 ， 


6.7 空间 的 完备 化 


RIER PESE L ET aR Banach 空间 ， 即 可 以 把 工 
向 寥 册 代入 Banach 空 站， 知道 这 - Pa TERK., SL E 
—- Ji X eos JP E AIUSUAT, Ve EX. Cauchy FARKE CI 
IE ER, TOSRÁELESDRERCE -DAR 
iS-inEL Ule auchy Jr 4i], fI Stc, RAT) ERR Pu n 
RREA LPZ, JZpspi$— TGXERBUHEBXN, TEJUCETREUARER 
RUP 73] Zr ee i aS 5E deb LER O. mo Cauchy 
序列 如 由， 人 TIL (e Yat KAF 0, 其 显然 我 们 不 能 对 
BAIR ERRER. 
给 定 任 一 医生 线性 em L. RIEL 中 一 切 Cauchy 序列 组 
成 空间 Gaudiy (T). " 
S = {Ea} s 
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T = {yn) 
Æ LPA Cauchy 序列 , 它们 的 和 是 
Sc-T-iz,t9), 
这 仍 是 一 个 Cauchy 序列 。 在 Cauchy (D) 中 数量 宋 法 被 定义 成 
eS = {een}, 
我 们 所 说 的 一 切 是 : 考虑 工 中 一 切 向 量 序 列 的 空间 , 即 从 2Z; 到 工 
中 的 一 切 函 数 的 空间 , 则 Cauchy CD) 是 这 一 空间 的 线性 子 空间 。 
在 Cauchy(L) 上 引进 半 范 数 ， 
(6.46) tST = lim LAF 
FF itn) A Cauchy Fe 3j, WW (jeni) J& R p Cauchy 序列 ， 因 此 上 述 
极限 存在 。 因 为 [S] 2 OUR — ERE. S - 0, 因此 是 * 半 范 数 ”. 其 实 ， 
[S] 2 024 Bo S= {x,} KAF 0。 
现在 请 注意 , Cauchy (l) 524885, WE Cauchy (L) fg— 
Cauchy Hi pfe os pae. iiS.) dé Cauchy ( L) 中 的 Cauchy 
序列 ， 
l Sa = (Ents Engs Tags rn) 
对 每 一 如 存在 正 整数 N, 使 得 
(6.47) [zi tl po mo n, 
IE n>N a 的 点 zm 中 和 任远 一 点 时 做 ass 
(6.48) ya am. 


4 CT, 是 常数 序列 

| T= (9,5 Yrs Yr das 
这 必然 是 Cauchy 序列 。 此 外 , pr (6.48) 
(6.49) iS, Tl < 
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HUP (5,2 JE Cauchy JED), h (6.49), {Ta} Æ Cauchy JJ, Hj 
(4) 是 了 中 Cauchy FF], PAE N] Cauchy (如 中， 位 中 显然 
Ig EAF Cauchy 序列 
S = (Yi Us» Va» 17). 
Bru Sa ERAT s. 
SP1 dD--DNRIUIBGEES[E)AÉ Banach z:jg4g 99:52 TaM. 
WEE ace JER Cauehy (À, BAPAE LRA 
Qauchy DAA Eg., We HEROA O A= REN. E- 
mii Canchy A) EH dn Pa. TOUPIE IRA ER, 
utt) 27 一 样 。 | 
ix Null(20 E ^E SECUN] Cusehy 序列 空间 ， 纯 它 是 五 中 
MM TOi OFID RU Ehi, BINOSTEIO, 由 这 样 的 子 
ERIS zn aE Banach 空间 。 设 了 (2) 是 常数 序列 P) 
-(z,m, m, 0), Qiii IA LEUR. Banach 空间 能 够 
由 
_ 9, Cauchy(L) 


(6.50) L OS Cauchy (L) —» Ss 1D I» 


来 实现 。 其 中 ， 复 合 P 保持 范 数 ， 这 是 册 丁 了 和 @ 都 是 赋 范 
E. FEIA, QP 也 是 1 了 :I 的 。 由 于 卫 ,Q@ 是 线性 变换 ， 故 P。@ 
也 是 线性 变换 。 志 的 你 在 商 Banach SEAR, 这 一 证 切 留 作 
习题 ， 


3 E 
l1. 验证 工 到 Cauchy (L) HH ELATAUR HELL BUE T IRI E. 
2. 利用 6.6 JE 5 MA, Tp ISALA Banach 
zy RME RR ERA, T a ERAT SUM A. CE 
表示 工 的 完备 化 )。 
3. 设 工 是 内 积 空间 , 证 时 它 充 备 化 所 得 的 Banach 空间 岂 是 一 个 内 积 
空间 。 
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第 7 章 Lebesgue 积分 


7 r 1 ye Lebesa sÉ- 0 384 585 F3 5 71 


我 们 将 强 讨 论 的 一 种 积分 ， 是 比 第 4 章 中 已 经 给 出 的 Rie- 
mann 314) Xi 35— Rt jf E WEN, RSRK 
H. Lebesgue 发 展 起 来 的 。 我 们 说 它 比 Riemann 积分 更 为 一 

是 反映 在 下 而 两 个 论述 上 。 

(i) 每 一 个 Riemann 可 积 的 函数 f 必定 是 Lebesgue nj Bi 
的 。 并 且 这 两 种 过 程 给 出 相同 的 积分 值 。 

(Gi) Lebesgue 可 积 函 数 类 中 包含 着 许多 丽 数 , 例如, AE 
数 或 在 无 界 区 域 上 的 蒋 数 ， 它 们 都 不 是 通常 的 Riemann npfl 
数 , 而 是 按 传 统 将 它们 处 理 为 “反常 积分 ”。 

虽说 这 一 积分 过 程 扩 大 了 应 用 的 范围 ， 但 这 还 不 足以 说 明基 
什么 我 们 要 去 发 展 Lebesgue HU, 这 是 因为 不 难 将 Riemann 过 
程 修改 一 下 , 就 可 以 获得 这 样 的 数学 论断 ， 


1 1 p~ NO TE 
-rada = 2, j ed, 


N S Uam y 
ARE- At HU ELA A SUSRCEE LORULAEOR HT XX RET Up 2E 
实 ， 那 就 是 Lebesgue i| Big ZEE de YEAR XU POE" Si4&7 A. iX 
就 变 求 我 们 首先 去 参 过 第 6 并 中 已 经 讨论 过 的 完备 往 概 仿 ， 

(ii) ”Lebesgue nj iu Xa m B e TE Ss [R 3 3^ GA) du XC 


[f= {1#! 
EZEN, BIEG EE CEEA Banach 空 闻 。 
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SEA pk np LIB HUE X E lioe. 但 为 了 评价 共 重 要 意义 ， 
求 我 们 采用 一 科 往 噶 的 观点 。 床 AiE TÉ— HUBER, M 


是 把 积 今 看 成 某 些 特 就 的 盘 数 的 求 和 过 各 TIRA E ER 
各 积 函 数组 成 的 空间 (集合 Se 

I(f)-I[f. 
这 一 算 子 是 线性 的 


I(cf (g)  eI(f)* H(g) 
和 正 的 
I(f)n0 mín, 
Lebesgue BEC ELLE zd mmo mA S-TX S HM 的 
kEER C. XX—jJHCRETISADUM EMERZOISEGUESNE. S YaÉmfrfze 
契 一 列 "—— Brat de, OE Pos ECT 0, WU 
Him Tr ped. 


HR RATEIO AER, dns» Lebesguo 把 积分 扩 
— KARAR 2:30 Hx — D 3E JE Hn, 

(Qv) Lebesgue T ip 2525 [FL Ac A [el BÉ PCs Fi] rn CA. — 
个 子 空间 ,使 得 积分 可 以 扩张 到 这 一 空 凡 中 去 , 并且 保 持 线 性 、 正 
AREARE, 

严格 地 说 ，Lebesgue Jerta gi E ATEM T vP BHSBESSD 
FHER fJ 73 d HE CIS BE, TELBA, ARR, 等 等 ) 这 个 术语 来 表达 完备 
性 的 ,如果 我 们 社 并 始 的 时 从 内 考 虞 可 积 ,那么 我 们 的 滞 育 将 会 简 
T jii i FEGI du nf EARZ IHE ROHRI (E HE) VUE. 

jpop, RRE a m? LIRR, AE ER: 

m ， Ks TEER 


"EM Jic mc m, 
那么 召 的 面积 就 是 它 的 特征 RIRI 
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ACE) Sl (m 


du ke 是 可 积 的 (在 Lebesgue 意义 下 ), 那么 这 一 面积 的 “和 定义 ? 
是 有 意义 的 。Lebospue $NA T OBL ici UR, 这 些 部 和 已 
£83 n ba4R AE SET AEA e TD BUE, 
AC(CDUR)- A(D) ACE), 4; D'iE- e. 
AL je AER, 
A(RY20, 


[es 


FERRER: 

3X EDEDED- pNME,= b, M limA(E,)=0, 

HTAR RE OR OT EAEE, SAAL 
CT 38 D S RU BUE E” F 1S3 C83 己 … 是 一 列 增加 的 集 
合 , "EH GST 8S ipu, H 

S = (Sas 

则 ACS) = MmA(S,), CRUS EE PERDERE EI. R =S 
-8,, 3A ERE IMEDEEN 4 GC S 
SIMEN HOtdbs S. VA ARRET dg A 
(8,) 4 A(8 -.8,) = AQS), E AQR Y AF 0 当 且 仅 当 ACS 23 
于 4(8S)。 第 二 种 改进 是 , 355 12 PAME SQ) 的 并 ,我们 
EX T, 28), La = Sa- Sni nz22, 我 们 有 ， 
(7.2) Bei ma LAF =Ø, i), 
面积 的 可 加 性 志明 AG, = ACT) 4 + 4(7,)， 于 是 4(S,) B 
于 A(S) 当 日 仅 当 
(7.3) AQ) = EACT). 
dk — BRUHEIUHOREL HS CELO). ERR CEDE Erg, OTRA 
可 列 可 加 性 ， 这 或 许 是 最 方便 的 形式 ， 因 为 它 包 含 次 可 其 性 作为 
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它 的 特 丈 情形。 
自然 ， 我 们 并 没有 给 出 究竟 骂 一 种 集 交 其 而 积 函 数 是 可 以 被 
了 这 用 的 。 如果 平 面 工 任何 一 个 子 集 在 其 种 意义 下 都 具有 画 积 【〈 浏 
E) 那么 我 们 当然 倾 册 于 运用 豆 积 的 蒜 念 万 不 是 去 做 “积分 ”。 
而 却 存 在 相当 多 的 平 商 的 子 集 , 利用 选取 公理 (不 附 录 ) 就 知道 没 
1 适当 的 测度 使 得 它们 具有 而 积 。 也 就 是 说 ,存在 车 这 样 苓 焦 , 它 
MÆR EIE” i. RP REE S ANTR, 以致 于 我 们 有 理由 采取 
X FFE— FIGSIE. PARAL eii ode 34559 rq 8, Hoc st 
BA RORIS TEE LOS Za ut Sr a IE AEE JEE AAY 
集 出 发 , E EERE HE EAL ER? Lebesgue 在 
发 展 但 的 积分 的 过 程 中 ， 曾 经 证 明 过 的 那些 事实 给 我 们 所 有 的 人 
留 下 了 深刻 的 印象 | 
C FEA- WAA TANIR m 828, 其 中 每 
ARRA R Bug A, 3p HLOURPIEUÉSMDSIBI E B3 0 0] 2) nim 
的 ,那么 这 一 集 类 必定 芝山 这 样 的 有 界外 ipo MAPA cn 
Middle B xr ETR REE EAR HAA dCmi fH 
e AAS rium k 


ZG vnb HERI sz ae TET d mi 
à TN CY EB STU, HAEE T aia TRAA 
2p de rd EHT 不 少 DURTEGS M EEI I E, TE E LIEU" 
m- PAPRA R ZEILE, To DOR E AER. 

AUD Gi)-——(v) RAT Lebesgue 积分 的 一 个 特殊 的 完 
性 性 质 ,那么 它们 却 没有 适当 的 给 出 究竟 其 意义 是 什么 ,对 此 我 们 
将 给 予 其 些 说 划 。 

积分 的 完 务 性 理论 的 发 展 ， 成 为 数学 分 析 学 青 营 所 的 新 沟 有 
力 工 其, 不 出 郊 年 ,就 发 展台 三 究 复 解析 函数 中 去 ， 有 了 完备 定 导 
才 有 可 能 去 研究 Fourier 级 数 和 Fourier 7E 1$, Lebesgue 的 方 
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去 还 有 利于 折 广 ， 其 中 所 出 现 的 一 些 共 他 “测度 ?只 吕 才 来 代替 论 
度 ,区 积 ,体积 等 等 。 如 果 没 有 这 样 的 发 展 ， 现 代数 率 沦 次 不 可 能 
建立 。 房 有 这 些 天 仅 影 响 到 数学 本 身 的 结构 ， 也 影响 到 它 的 应 用 
仁 霹 。 计 我们 刷 一 些 可 提 措 的 例子 米 看 一 看 这 个 更 一 般 的 积分 所 
提供 前 工具 和 结论 ,并 以 由 结束 这 一 节 介 绍 性 的 叙述 ， 

兴 于 积分 -个 再 次 出 现 的 问题 是 在 怎样 的 情形 下 “极限 C 
数 ) 的 积分 每 于 积分 的 极 罕 ”"。 揪 旬 话 说 ， 著 及， fo BELE 
先 个 长 方 体 上 的 一 列 可 积 冰 数 , 又 车 

| F(z) - iuf, G2, 
TTA RETI BI f SSH. 

b -lin E 

如 果 每 个 f ZEYEHE 3E EL OS — A EISE NA Fel 
Wirt m Apoc Bert IRA DE Ag— Xe ES, mn. f, 
ESAT S TERN 收敛 器 不 是 一 致 的 。 为 了 将 Riemann 积分 和 
Cebesgue 积分 在 这 个 问题 上 作 一 个 对 比 ,让 我 们 列 出 下 面 性 质 ， 

(a) 每 个 f, IRA. 

(b) FISAR. 

(60. (fO UIS f. 

(d) FEREN. 

© | fetinjf.. 


E R 内 一 个 长 方 体 上 关于 Riemann 积分 的 一 个 最 强 的 定理 是 ， 
(2)- (b) + Co) + (E= (9). 
[Xf Lebesgue 积分 , PERCO LCS om ne ds 
(a) T (b) 十 (0) ——»(d) 十 (e), 
于 时 ,对 于 长 方 休 上 了 的 Jebesgue 316, GRA ds SUE RTI 
o SÓ » 


(1) 著 {f 小 是 瑟 内 某 个 长 方 体 上 有 界 的 Lebesgue HRE 
数 序 列 , HAKATA S, RE f Je Lebesgue 可 积 的 并 且 
| F =limf fa. 
与 此 相 平 行 的 ， 正 好 可 以 给 出 处 理 无 界 函 数 的 一 个 同样 有 朋 


m XE. 
(vii) 车 fiss EAA and Lebesgue n[pfip 


数 ， 并 且 积 分 序列 | 7, 是 有 上 界 的 ， 那么 可 以 获得 在 “几乎 所 有 ” 


的 点 % 上 ,极限 
f(a) -limf,(a) 


存在 ;并且 子 是 一 个 Lebesgue AARAA, b] 
|f=lim [5.. 
(我 们 将 在 7.3 节 中 定义 “几乎 处 处 ”。) 
《yi 和 (Yi 非常 接近 于 完备 性 性 质 ( 卉 ) 一 (v)， EIA 
出 下 述 形式 的 完备 性 理论 
在 第 5 章 里 我 们 曾经 给 出 , 若 了 是 区 癌 [-2z,x] büg—4- 
值 分身 连续 画 数 ,又 着 
| 之 c,e tne 
Jk jf Bj Fourier 级 数 , 其 中 
(1.4) e, KO 
hi | 
(7.5) | |f (a) dx = P le, I2, 
ELEGIA) B 


N 
By (x) = 2) Cre "g 
REN 
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HATIRAN TRAF f.m *, 
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HAF 0. Lebesgue 积分 为 下 述 漂 尝 的 间 命 题 作 了 准备 ! 车 {cw} 是 任 
意 生 个 和 偶数 序列 使 得 00v xw 


» EA 2< ids 


yw sn v 


那么 存 在 一 个 [一 ETET $5 m ISP 都 是 Lebe- 
sgue 可 积 的 3610 40,48 f 8 Fourier We; trien T DECOR 
[— ax, x] Lebesgue 平方 可 积 函 数组 成 的 空间 ) 和 78 (BUE Seal 
可 和 的 复数 序列 空间 》 之 间 的 一 个 完全 的 对 应 。 如 果 我 们 把 在 几 
孕 处 处 都 取 0 O RBCS REE E R, 那么 这 示 对 应 是 了 涉 的 ?并 
且 它 保持 范 数 (7 .5)。 mE 

dd EREXCEE amor PER cp B o9 ITE DR E128 
什么 要 发 展 Lebesgue 积分 的 还 由 。 我 们 AERA Guo RON * "em 
iTnfjgX xm. "hee om wel. E M 


E R d. y .起 GRO P 353 UM dw 


dx ob Rue ub Sd, — 
Lebesgue 积分 。 首先 我 们 复习 一 于 关于 连续 函数 的 〈Riemann) 
积分 的 必要 信息 .我 们 将 对 第 4 章 的 内 容 作 少许 修改 ;这 蚌 为 了 能 
够 真 接 研 究 (整个 ) BR* 上 的 积分 以 代 营 长 方 体 上 的 积分 ， 

定义 ”对 BR* 上 的 复 值 元 数 /， 如 果 存 在 一 个 紧 集 下 使 得 对 
每 一 个 不 在 区 内 的 w 有 f(%) = 0, RESTARE. E 

DU KAA RUE GRR ZAIRA REEN IR 
车 fot Ki 外 为 0, fa fe Ks 外 为 0, Wl Foe fa E UE: 外 为 
0 因此 ,所 有 县 有 紧 支 柱 的 函数 组 成 的 集 是 2 E BER OD. bic 
组 成 的 空间 的 一 个 线性 子 空 间 。 
<34- 


记号 ”我 们 记 C. Rd RR BB MEER RC 
组 成 的 集合 ， 显然, 它 也 是 下 上 所 有 函数 组 成 的 空间 的 一 个 线性 
子 空间 。 
要 定义 在 R* LRA KEE Eka icimnamn 积分 ， 我 
们 需 己 下 面 的 简单 铺 果 ， 
"2 Pj R 内 的 一 个 闭 长 方 体 , 户 不 一 个 包 会 B 的 闭 长 
Jk, WESE E EKES, HEHE D-B pf -0, 8 


reb 


征明” 我们 用 和 和 数 
S, P, T)= Pf)m(B), 
BAS EB EHR Bp P= {Bu Bo, …,B,} 是 如 的 一 个 划分 ， 
T = (f, lo, n. 5) ERI t B, RR. 给 定 任 何 P, 我 们 可 
以 得 到 各 的 一 个 划分 P uis 
(a) PcP, 即 每 个 长 方 体 By 是 名 的 长 方 体 中 的 一 个 
(b) JBp«[PI, 
给 定 一 种 “选取 ” T, 将 它 扩 张 为 名 内 点 的 一 种 * 选 下 ”分 , 由 条 件 ， 
如 果 某 个 名 内 的 长 方 体 不 是 一 内 的 长 方 体 ， 那 么 在 此 长 方 信 中远 
取 的 点 不 在 召 内 ,于 是 , BUE B-B E f-0, 所 以 
SC, D PENG PPN 


ERISPI OKGRIRTPD UIS BASG, P, 7 将 接近 | FIE 
8 (f, P, 和) 将 接近 | 7。 这 就 建立 了 引 理 。 


定义 车 ff 是 一 个 启 LARREZ, MELSE 
R* 上 的 Riemann 积分 为 


| 7， 
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共 中 如 是 任何 闭 长 方 体 , 使 得 在 召 外 了 = 0。 | 

自然 ,要 指出 的 是 ,只 要 在 了 外 了 =0， 那 么 {了 就 与 无 关 ， 
BAJDE T? B, 和 Bs AER KIIR, HE Bl 外 或 Bi 外 了 =0， 于 
ZA ; 


Í, a 
这 从 刚才 的 引 理 立即 可 得 ,因为 它 告诉 我 们 


人 f= |a 


k i ETE. 5 
定理 1 CRY) 的 Riemann 和 分 市 以 下 性 质 
G) 它 是 线性 的 ， 
[ef +o) =ef f+ fy. 
(i) 它 是 正 的 ; W J20, 则 
[/2o. 

G) CEREA: GE Fam fimfm-—dREOQR* 内 一 

Ji 3 3338 7 55 3E fA ER ZOR 20, 28 B alc T 0, 则 
lim|f, =0, 

证 明 只 有 (iii) 不 是 显然 的 , 为 了 证 明 它 , Rio 
B, EIE BA. =0， 因 为 0 过 js<s 六, 我 们 看 到 军 吾 外 fal. 
TERRE ]- Jti Bt Ui, 

15 =f Fa n=], 2, 3, cm 

因为 (a) 每 个 六 连续, AHA MRA AT O, 以 及 (BEN 
Kj, Dini EM, (第 5 RER .告诉 我 们 0.) 在 8B 上 一 致 收 分 于 
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Ee 
现在 我 们 能 够 说 明 我 们 在 下 语 想 要 做 的 是 什么 。 我 们 考虑 
HO, CEPO ARRAS REC P ATER. 
0.8): 577 0 hfil; 
x— ROO CL OP) Ii L'-D ， 


我 们 打算 将 赋 范 线性 空间 (,， B 405c 4b, 使 它 成 为 一 
个 Banach 空间 . 因为 积分 在 C, UR) E Je — 9 YE He 9. | 


ds folsfit-oi-it- ote. 


它 将 唯一 的 扩张 为 那个 完备 化 室 闻 上 的 一 个 (线性 ) RN. 本 
质 上 说 , 这 个 完备 化 的 空 间 将 是 Lebesgue BPRUR 数组 成 的 空间 、 


和 本 扩 瑟 将 成 让 个 空间 上 的 积分 PU 


在 第 6 章 中 ， 我 们 已 经 知道 如 何 将 任何 给 定 的 屿 范 线 性 空间 
Hb, MERIA Banach 空间 ,，- 但 我 们 不 必 利 用 这 个 一 般 
的 结果 ， 然 而 我 们 却 要 记 住 它 的 证 明 方法 ， 志 此 得 出 我 们 应 该 去 
做 什么 。 完 备 化 过 程 的 基本 思想 很 侧 单 ， 对 赋 范 线性 空间 的 每 个 
Cauchy 序列 ,与 它 相 联系 的 ,我 们 给 出 一 个 抽象 的 向 量 , 把 它 看 成 
这 一 序列 的 极限 ,并 按 沼 条件, MPA Cauchy 序列 之 差 收 茹 于 0 
Bl, 它们 将 有 同一 个 “抽象 "的 极限 向 量 。 于 是 ,在 我 们 手中 的 实例 
Rx OQ) 到- 范 数 下 的 每 一 个 
d. : pl 


SDe-—HER. BOR LIRE Ad UL ARE dI RAE 

内 容 。 我 们 要 求 它 是 RE" L-TN. 因此 , 我 们 曾经 希望 L- 

Caudhy RET. SYRE ERTE AI (En faic CUPS 这 
» $51. 


并 不 常常 成 立 , 能 够 成 立 的 是 若 UO. 是 一 个 快速 -Cauchy jy 
3j. 
S4. - fado, 


NC de R* 闪 * 几 乎 处 处 "点 态 站 你 。 于 是 ,我们 得 到 一 个 冰 
Žo TEORA Cauchy 序列 的 极 眼 , 由 这 种 方式 产生 的 医 数 糙 旦 
R* 二 的 Lebesgue 可 性 函数 。 duit, A" 上 的 一 个 Lebesgue 可 
Bi XE rk R* 上 “几乎 处 处 "有 定义 的 ( 复 值 ) 函 数 , il fat 
(0) 认 存在 一 个 快速 L'-Cauehy 序列 “几乎 处 处 ”点 态 收 伍 于 
这 一 前 数 。 它 的 积分 将 (自然 ) 是 Cauchy 序列 函数 的 积分 之 极限 。 
要 把 上 述 想 法 胡 达 出 来 并 证 实 其 正确 性 , 还 需 作 一 些 努力 ， 


3 HB 


l. 设 了 是 实 直 线 上 的 一 个 闭 (有 界 ) 区 司 ，J 是 一 个 包含 了 的 开 区 间 . 
-构造 一 个 R 上 的 连续 函数 ff， 使 得 在 T 上 f=1， 在 了 外 f=0， 并 且 在 
J-I LO<f<l, 

2. BEKE R? 的 一 个 紧 子 集 ，U 是 包含 下 的 一 个 有 界 开 集 。 令 g(z) 
=d(x, R*-U), i I iX Siro, 5], 其 中 

a = infg 


b= 
sup g. 


对 习题 ! 中 所 构造 的 函数 f, BEA h= f gii: 

(i) heC,(R*), 

Gi) 3EK E h-1, 

(i) ”在 人 外 和 =0， 

(iv) U-K FOch«1. 

3. RIER 上 的 连续 函数 ,例如 多 项 式 , KE R? BERTA, A 
用 习题 2 的 结果 证 明 存 在 R^ 上 的 一 个 连续 函数 ， 它 有 紧 支 柱 ， 并 且 在 拓 上 
tg f 9838. 

4. 设 f 是 C。(R*) W^. urgj f 的 实 部 和 虚 部 都 在 Ce R?) 
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内 , 如 同 17 | 一样。 

5. 证 时 Liigi CLCR?) EnS— n 3c. 

6，。 太 积 U 如 习题 2 中 所 设 ， 叉 设 h 是 习题 2 中 所 构造 的 , Y) hse At 
之 … 是 Col 了 4) 内 单调 丫 少 的 函数 序列 , 它 不 否 一 致 收 宫 ?你 将 把 


lim {fn 

称 作 什么 ? 

T. EJER? CUBE GE, 了 的 支柱 是 {2; f£ (2) 40r iin t. 

(a) uL gig HCUBI3;uumomgssu. 

(b ETER Zik ur f ERREAK f=0 的 最 小 的 紧 集 
K. 

8. 每 一 个 C,CR^) IGBSNCRCIS RE 证 明 上 确 界 范 数 是 CL CR?) 的 一 
EU 

9. WiszxR(C, polo ZABRET, SAREA E ne R* 
At Ne fk Y RD, 

“0. Ku R* 的 -个 紧 子 焦 ， 了 是 乓 上 一 个 复 值 连续 项 数 ， 则 存在 

g€ C, (R) g(z) = F(z), xe K. 


7.5 3& 3) IE Sh 


我 们 曾经 好 儿 次 引用 了 “上 儿 乎 外 处 ”收敛 的 概念 ， 并 且 还 指明 
这 一 概念 在 讨论 Lebesgue 可 积 函 数 时 是 必 不 可 少 的。 在 本 节 中 ， 
我 们 将 利用 " 零 测度 撕 ” 给 “几乎 处 处 ”一 个 确切 的 表达 。 如 果 我 们 
讨论 更 一 般 的 "外 测度 ?的 概念 , 我们 就 会 获得 某 种 技术 上 的 好 处 ， 
然后 对 Riemann 积分 给 出 它 利 * 零 测度 ”的 关系 ， 

定义 ESERE 的 一 个 子 集 ,S 的 外 测度 是 


(T.8) m*(S) - inf 31m(B,), 
其 中 {B 是 覆盖 5 的 可 列 个 长 方 体 ， 而 下 确 界 是 对 所 有 这 各 
(B, iE Rig. | 


解释 如 下 : ER S, FERRERIA EIS] Bi Bs, 
. 353 » 


By, Bid: S, 
SCL JB,. 


例如 所 有 真有 有 再 项 点 的 长 方 休 的 全 体 就 是 这 种 履 羔 ， 这 告 
4[10 m (8) co, 他 这 并 不 起 能 够 诱导 出 外 测度 定义 的 那 各 可 
JE xe. RATTET EST UP S4 E $0, 1 4) 

G) B,B,,--WisrmEWs. 

Gi) KERN B, 存在 最 小 的 重 选 部 分 ， 
XDXCEERU GM (Bahs FUCO.) ERRER ER MERK 
S [I SU HE (E 维 体积 ) 大 一 点 点 . SR AA RRRA E ER., 
RMAF AAE GMG, WA ER S emn $846 
希望 斐 得 作为 极限 的 最 小 数 , 它 就 是 下 确 界 , WREN S Api: 
m*(S), 我 们 党 原 浆 它 是 总 的 外 训话 而 不 称 它 是 总 的 “测度 ”让 中 
于 两 个 理由 。 第 一 , 我 们 得 到 它 臣 从 8S "SPI SEIS 的 。 第 二 ， FE 
7.1 BERI ESRHON B* 的 所 有 子 集 并 不 是 ‘都 可 以 赋 以 测定 ， 
便 得 我 们 所 期 望 的 有 关 测 度 的 性 质 能 够 保持 下 来, 即 ,存在 “不 可 


WR, 
对 多 数 人 来 说 ， 二 自 然 的 方式 是 利用 长 方 体 的 有 限 豆 愤 环 定 
义 外 测度 。 存 在 郑 一 种 具有 * 自 然 " 吸 引力 的 系统 方 尖 ， 我 们 用 给 


定 的 网眼” 所 组 成 芍 网 格 将 28 划分 成 许多 立方 汪 。 为 了 建立 给 
XE) AS 的 外 测度 ， 我 们 作出 所有 包含 S 中 的 点 光绪 此 立 方 体 的 
体积 之 和 . (E27). HERRIRA, O19; $4 A R 
将 单调 减少 收 化 于 S WIRE GNERE). W AERA, 这 说 包含 
HAEREA ARAR E AAA REEPERI 
下 ,只 有 有 限 个 立方 体 接触 到 S。 对 每 一 个 * 有 良好 ”的 集 , 这 一 过 程 
是 恰当 的 ,但 正如 Lebesgue PET TSIRK AUH EWC NOSE 
这 是 不 通 当 的。 我 们 为 了 获得 有 关 积 分 的 一 个 适 妆 的 理论 就 必须 
» 354. 


pex. Cup 1) 
HE MEE 8, Si, S2, Ss, eub Bs 的 子 集 ， 使 得 


ScUS,, 
>l 
Ey 
(7.9) m*(S) «Sun*(8,), 


IR FHEA n, msa o, ORAS BER. XEXI— 
9i Lr m*($,) «co, 我 们 证 明 如 下 ， 对 E> 出 m*(S,) 的 定义 ， fÉ 
在 长 方 体 的 一 个 序列 {B!} , BERE S 并 县 满足 . 

Sinn) «n* (S) 5. 
冯 样 , 存在 长 方 体 的 序列 {8B BE S. (818 

3 m UD) «m* (82) « 5. 
一 般 地 , Og fj k=l, 2 3,…) 我 们 可 以 找到 长 方 体 的 序列 GR) , 
EAE Dr 使 得 

$ (BE) «m* (84) * oi. 
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因为 焦 序列 Bt, 5 B3}, -BE M NA 以 E $i Uu NUS S, 所 以 — 
mH) GR k zl, 2, 3, E. n —-1, 2, 3, S 的 一 个 可 列 个 长 
TEARI. HA, 
X m(B}) = 3 Em) 
Xn Ag wd 
ex m*(S,) 2 
= S m*(S,) te, 


:| 


于 是 
(7.10) m*(S) < Sm:(S,) Ee 


由 于 (7.10) 对 每 一 个 e >0 152r, S AEREN, 

引 理 包含 闭 一 个 特殊 的 (平凡 的 ) 情 形 ， 当 8Sc mp má (S) 
sm*t(T), 这 只 要 取 S= Ø, na> 就 可 以 了 。 引 理 还 包含 着 这 样 
一 个 推论 , 对 任何 集 S 和 了 了, R 
(7.11) m*(SUT)m*(S)- m*(T). 

3: SOT 2 FB 时 ,人 7.11) 中 的 等 式 六 不 一 定 成 立 , 这 是 因为 处 测度 
DE R 的 所 有 子 集 所 组 成 的 类 上 的 可 加 函数 ， 现 在 ,我 们 不 去 证 
明 这 一 断言 ,因为 它 包 含羞 如 何 作 出 “不 可 测 ” 集 的 例子 ， 

ERAT BE4E Hj, 洲 集 . 开 集 以 及 由 它们 房 生 成 的 任何 焦 都 是 
"RT" 的 , 并且 它们 的 mx 痢 次 近 其 测度 ， 这 后 一 论断 是 木 径 马 证 
明 的 ， 即 使 对 一 个 最 简单 沟 集 也 是 如 上 比例 妨 , 设 吾 是 R 内 的 一 
个 长 方 体 , 显然 它 有 一 个 很 好 的 结果 

m*(B)-m(BX 
TELE, Be I] S] FIT ac A TE f 0 E o 3o ep 23 o ERE E. 

我 们 要 利用 Itiemann £140 gi BE ZW EP JA A d, 

引 理 RIER E-TEN ERAN, CAREER. KAX 
每 个 ?>0, dj . 
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c5 |f >on" im f (290 J 


iB] 设 c>0, S, = d8; f(e)>c. 又 设 召 是 任意 一 个 闭 长 
Jie, ph ER f-0, A Pa {B es Bo 是 召 的 一 个 划分 。 
REKNE XCPA t €B, APERT, A S, P, T) 
Sem” (Se)。 我 们 选取 点 b es ta WTP E BOS Se, AAE 
4 54,€B,nS,, ERBAS = G, AR i EB, AERA. 因为 
£20, ik i 
(7.13) SC(F, P, T)> i f(ü)miB) 

Se fi Bjses 
o D mB 


Se Bi*$ 


因为 ">0 以 及 在 B 外 f=0, MIRS EREB TE, GO 
S, B,?e O 的 那些 长 方 体 B, E S, S — ^ CH PORE, E 


m*(S,)« D mBy), 
Sen Bk) 


将 它 和 {7.18) 联 合 起 来 我 们 得 S Cf, P, T)mem*(8,). 

定义 ”局 的 一 个 子 集 5, 如 果 m*(8) =0， 就 称号 是 一 个 办 
测度 集 ， 

要 注意 的 是 . 圣 浏 度 集 的 任 一 子 集 都 是 零 测度 集 。 现 在 我 们 把 
TH HI — TF. 

SH. HoR S, FARS UG 

(i) Sj 个 零 测度 集 。 

(ii) &S 是 一 列 容 洞 度 集 之 并 集 ， 

Gii 对 任意 8>0, 存在 - PR Sq, Sa, … 使 得 


ScUS,, 
(T.14) TuS, «e, 


证 明 (一 (DD) 一 (iii) 是 明显 的 。 半 (十) 满足 ， 那 么 出 
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TA SEX 9), 
m* (S): En" (Ka ? 
了 是 对 任意 >>0, m*(S) <e, WE dk—^ A EE SR 
例 1 DDEAMEUULADAORULSENDE OS. FLE, KTA 
9i R” Pirta apr TRER WER. url p, SDSIE—4 arp! 
fi, X ODE Yi, Tos v3， 是 8S 的 可 列 个 点 。 令 8 >0, 对 每 个 n, 取 一 
TRA W DB S 使 得 


tn € B,, 
nO) «e. 
MAJE 5] Bo Bist S, 并 且 
Sm(B,) <e, 


于 是 m*(S)<e, 其 中 >0 是 颈 先 任意 给 定 的 。 作 为 这 全 例 下 和 
一 个 特殊 消 形 ， 我 们 看 到 R PRAT ARR AU R i m 
Ak—"AEUUEESI. TREE, 实 直线 上 的 有 理 数组 成 一 um " n 
8 — 4-3 XLAEUE GUAE HUN Y NEEOTIESS, Kp Ande xt 
正 的 有 理 数 可 以 论证 如 下 ,用 某 种 方法 将 这 些 数 《点 ) 排 列 起 来 , 例 
如 ,按照 图 式 


fea 


NS 
XM 
SS > 


zh set 
.3 3 
2 y see 
e e e 
LÀ 9 " 
L] . e 


将 正 有 理 数 排列 起 来 ， 假 没 我 们 有 一 个 长 度 为 e>0 的 区 间 ， 
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洽 此 区间 等 分 为 两 半 并 将 其 中 的 一 半 覆 莹 第 一 个 有 理 点 。 再 把 莘 
TÆ 站 一 烤 等 分 为 两 半 , 把 其 中 的 一 闪 ( 也 就 是 最 初 区 闻 的 四 分 之 
o 改 训 第 二 个 硅 理 点 ,继续 竺 分 ， 再 把 其 中 的 一 半 权 盖 第 三 个 有 
理 点 ,等 等 , 这 一 过 程 本 以 无 限 伺 的 进行 下 小 ， 得 到 一 列 区 闻 炸 滩 
蒜 正 有 再 点 ,而 这 些 区 间 长 度 之 砷 是 ,斯 以 ,我 们 得 出 出 所有 正光 
MAAG RKE A 0。 要 注意 的 是 , du TE 意 有 限 个 
RER RLO, IJRA, SB joie px IG VETERI PAR 1, 
这 是 因为 有 理 点 在 [0, 319490. RAH, 即便 对 一 ALTE, RI 
XH] JOR TEL KEE SpE CN, 

T8 DO 256 HE IVA zt E A RH A RE SHORE 48 h A CIS 
East aA dXX. ERR E TAR, piki MAU 
]eboseue 过 程 而 不 是 各 用 Riemann al ERa BEC 
[1]. c 是 泡 理 数 ， 

‘lo, vo A. 
li qz —' FP Os 4 xg 4) mx f x6(0, 1] E Ae Riemann 可 积 的 . 
但 它 是 (或 者 说 , JE) Lebosguo uf £183, 20 ERATA E 


f(z) ~ 


NIU 


AERAR EARE. f (2-1, 而 一 个 零 测度 集 存 
Lebesgue IUA F Jii PL eR TT RS. 

例 2 Cantor 焦 ( 第 2 Tz 15) JE R 中 的 一 个 不 可 列 的 零 测 
HEBR. KA E EMA PL m ed Ida Tas 
eE RIEA II, Tii zwm,) zl, REIA m*(K)=0; 这 
是 因为 在 [0, Dp K el EE EE L, WR E, ki 
EP FEGOSI, HRIA [0, 1] PERREN T, Pac, Ja 以 
T. dO REER RA ERU ECL HEC AT ALA 68. CES 
5), XX ER] pP 3EER PCIE REIR 27 RC. 其 长 度 之 利 是 


1- 3im(1), 

*i n 增加 时 它 趋 于 0。 

现在 ,我们 演 娘 第 一 个 非 平凡 的 结果 。 

定理 2 /fr 中 的 子 集 S 是 一 个 等 测 度 集 当 且 仅 当 存 存 一 个 序 
9) CU) 使 得 

O EA fd IO ED EUER IG SC ESEA. 

Qi) fafa. 

Gu) PEASAAR. 

(v) 对 每 一 点 “ES，limfu(z) = oo。 

证 明 ” 设 我 们 已 经 给 出 一 个 具有 性 质 G) 一 (iv) 的 序列 《7 。 
南 (i) 和 和 (iii)， 积分 序列 和 下 是 单调 增加 养 且 有 上 界 ,二 是 它 收 
Se MAE RIIB {fj 的 一 个 子 序列 代 答 {f)， nm fus 其 中 
94 Xn, ny c JE HL 

(fu »im[7, - 47, 
那么 序列 (gw) 也 满足 (划一 (iy) 并 且 
[gu Dn) «4^, n= 1, 2, 3, xa 
4 8€»0, 我 们 将 证 明 m*(S)«e, 
= ->| 
BAEHR 
SCUE,. 
为 什么 嘱 ? 这 是 因为 ,如 打 对 一 切 n, o Eu, 我 们 就 有 
Gari(0) ~ 9. (9) «2 nazi, 2, 3, em 
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于 是 对 每 个 n， 
JkT) = 10) + g2) - gy(2)] t + gale) ~ 9. i(m)] 


&g (2) + Dig (2) - ga (0)] 


So T ES 


=91(2) + i. 
因此 img, (2) «oo, 
由 于 | (gc gw) <47", 不 等 式 (7.12) 人 告诉 我 们 


1 Xy iom 
E m*( E, )sxzd^^, 


m*( E) sea", 


所 以 
(7.15) 00 Sm, «s, 
BERECT 9 YRICT 15) $3 m" (S) ze, 
现在 假设 mw*(S) -0, SU EMI IB BRE ,使 它 满足 (i) 一 
Gv), HE j, 存在 一 列 长 方 体 { 召 人 使 得 


Sc UB, 
Pm Bi) «27, 


对 每 一 对 (jn)， ERMENE fn EOR) 使 得 在 有 上 
f£, H [ram OR) (很 容易 证 明 这 种 函数 是 存在 获 ， 我 们 
把 它 留 作 刁 题 ), 那么 ,我 们 企图 构造 的 函数 是 

Ii o 
很 明显 , f, EC, (I), HERANG Pas 是 非 负 的 ， 所 以 Fo fa 


r=! jfn=r 
. 561» 


«f 


从 


对 于 条 件 (ii), 我 们 有 c gpi 
ff 


fel jtn-2r 


e^ 


, Y p 8 n 
zx [f «29 maD ^ 
jn $e 
«2912-5 2:9. | 
J 


Wih EA Bi p fal», WH pec BLB.f.GOQ ECAUKTXE 
rj nasp 的 那 种 数 对 (73, mw) 的 个 数 。 如 果 c€ S. 那么 对 每 个 7， 
存在 mm 使 得 zcE 型 。 这 就 是 说 , 若 z€S, 则 有 无 限 多 售 数 对 (7, n) 
使 得 z€ Bi; 于 是 : 


— limfa) = 00, 

XX 4£— Gu 瑟 中 的 点 相 联 系 的 ) 现 象 ,如 果 陈 去 一 个 零 测 
度 集 , 它 一 定 发 生 , 就 称 它 是 几乎 处 处 发 生 , (常常 缩 写 为 4.0.》 或 
称 为 对 几乎 所 窑 的 点 发 生 。 0 

上 面 的 定理 表明 ， TERES 21 CR) 内 一 列 "T 
增加 的 ( 实 值 ) olio ed WAAR limfo) EJL F 
处 处 有 限 的 , 即 


limf, (m) < co, 3.0. 


利用 * 几 乎 处 处 ”这 一 术语 的 另 一 个 例子 是 考虑 R 上 的 函数 。 
其 定义 为 DEM WE 
f(a) = D: Ë o 是 无 理 数 或 "= 0， 
B à p REA AC E 
我 们 将 加 忆 得 出 了 在 0 和 Jf SERERE. 
SESS b, f 让 每 个 非 0 的 有 理 点 不 连续 ， 而 后 一 句 话 是 无 需 证 实 
To 上 R' 上 上 的 每 :+ 个 连续 函数 同时 十 北平 处 处 连续 的 -第 三 个 倪 
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子 是 考虑 Cantor Hj Xr CB 3 x69 中 )， 它 是 [0, 1] EREZA., 
BERA Y: Cantor 集 乓 的 每 一 点 是 可 微 的 ， 因 为 天 是 一 个 零 测 
ER, 所 以 Cantor 函数 在 10, 1] E JL3PAEAPRIDR. BTW UL. 
在 后 面 我 们 将 证 明 区 间 [e 0] 上 的 复 值 函 数 是 Riemann 可 积 的 
当 且 仪 当 它 是 (ay 有 界 的 , (b) 儿 乎 处 处 连续 。 


3 HH 
1. i BR R* 内 的 一 个 闭 长 方 体 ， 注 时 在 Co RR*) 内 存在 非 抽 了 使 得 
EBE FINAS /去 2m(B)( 吉 未 :参考 了 .2 节 习 题 1.)， 


2. 设 S 是 R" 的 一 个 子 集 , 旭 
m* (S) = inf Sim( Bs), 


其 中 下 确 界 是 对 S mag np ATUTHSJI EBERT CRETAE SUA] GEORG 
由 开 长 方 体 所 获得 的 下 确 界 只 能 比 m*(5) 大 , 车 {8 引 是 任何 一 个 长 方 体 的 序 
列 ， 我 们 可 以 将 B. 去 胖 使 它 成 汶 一 个 开 长 方 体 ， 而 它 所 增加 的 测度 不 超过 
«275 -). 

3. E KJ R^ 的 一 个 紧 子 人 入 , 划 


m*(K) -inf$) m(B,), 


其 中 下 确 界 是 对 去 ERAR BAKA EA E RA R, 

4. Ti BIRÓURPEMEGE, M m*(B) 2m(B). 

9. i B I5 — HEB As 则 其 边界 是 一 个 外 测度 为 0 8938. 

6. 若是 -- 个 长 方 体 , 则 mn*(B) =m(B). 

T. 25 By, s Br 孝 是 含 在 开 集 UU 内 的 长 方 体 ， 又 着 其 内 部 Bi, …, Ba 
ARTIE, Rl 


È mB <mt). 
(Er ARAKA — F, WEH B1，…，B。 都 是 两 两 不 相交 的 闭 长 方 体 就 可 
aT). 
8. UA SC ER 民 !1 的 开 子 集 , 划 (可 以 祖 象 每 出 )U 是 可 出 个 互 趟 相交 
APK [a] z- fü; 
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U =| Mrs HLnIl,20, ij. 
并 证 明 
m* (U) 2 3imCh). 
CHIDUSGEU BARK). i 
9. SERHIBUA St (m. y) rtg = EA TERE 0 Re 
10. 在 R 内 寻找 一 个 紧 集 K, 使 得 
(a) KARATE; 
(b) m*(K) >90, 
Gg nm] Cantor SUmipEgp&g 苹 , 但 取出 较 小 的 开 区 间 ). 
*M. iX CRUS) EPUSHBEELOR T), RAUTER. 
G) y RER, (Cf +g) -ch(f) * 99). 
(Gi) A BXtBHMEI tS, HHB Pb f -0, m 
I9 (F) Em BI. 
Gi) Zp/eC.(QR?") E fi, 于 是 对 每 一 个 闵 长 方 体 B, 
v(f)em(B)inif, 
和 证 朋 对 每 一 个 fec RW 


»t -[r. 


7.4 X X EE 


我 们 现在 的 任务 是 : 48 HO (EPEL -PAT 8 
速 )Oauohy 序 列 的 极限 (函数 )《i) 给 出 每 一 个 这 一 极 女 函数 的 积 
分 ,( 霹 ) 证 明 这 种 积分 在 < 可 积 "西数 空间 上 是 线性 的 , 正 的 , 等 等 . 

"UB PS) 是 一 列 有 紧 支 柱 的 连续 函数 ,并 且 是 D- 范 
He FRIRE Canehy 序列 


(7.16) XI — fx, 
5 G0 36 BR EJUSE REA n dee. 
ur8 设 


9 = £f afl. 


« 364» 


那么 基数 gs 满足 定理 2 9 AEG v), 于 是 
limga t) € co, a.0. 
这 就 是 
(0.37) Elfa) -f(s)| <, a.o, 
对 (7.17) 成 立 的 每 一 个 点 wz (fala) 起 司 还 Cauchy 复数 序列 ， 


REE E Sy. 
定 x mp Eg] ; sg "pz 半数 是 一 个 这 样 g] EXE f E 使得 
(了 时 一 个 在 RE LPA R RELO FUTA H, 


Gb 在 n Vigri í-Caueby 序列 人) 舍得 
Tames li» ACIP: 


XGA AW] CCEE RERE -ikk D-Cauchy 34 Fa JU 
乎 处 处 点 态 政 敏 于 一 个 Jebesgue WMA f. RAEN 
| f -tn| p 
ias ed [7s Lecce. 这 是 四 为 它 是 一 个 快速 anohy 531, 


下 | locii (Efil 
然而 ,我们 还 必须 证 明 衫 中 
ttm[7, 

仅仅 依赖 于 极限 函数 上 ， 而 与 我 们 月 来 逼近 上 的 特殊 的 序列 
U 2 无 闫 , 换 句 话说 ,我 们 必须 汪 明 车 {和 {9,} ME C CR) 内 
的 快速 L-Oauchy 序列 使 得 

Itm f, (2) — Hmg. (a), 4.0. 
ni 
hira fa = Ling, 
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这 和 大 问题 的 关键 所 在 。 
定理 4 EU. Ht (0) 是 两 个 具有 ETEL TTT 
Jj ERU 20, ds 
limfa (ejh n (g), a.e. 


bti 
Hm, salis fo 
证 明 设 
f =limf, 
g= lign. 
国 为 AS Sf E RAEG WERI Ai + 


EARE, WARDA ERA FUB NE Gee. A 
Figle) 开平 处 处 成 立 , 定理 2 告诉 我 们 , E CQCR*) 内 存在 一 
543: 15 28256, 使 得 

(i) hahaha, 


(i) xg, hal, 
Gi) 3» f(e)« g(z), Wi Hm, (2) = co。 
4 e»0, 条 件 (iii) 告 诉 我 们 ; 对 所 有 ze Bs, 有 


(7.18) lim f,(2) > eh, (m)] 2»9(2). 
现在 , 图 定 一 个 正 整 数 p. 因为 93>go。 对 所 有 veE BP, 我 们 有 
(7.19) lim [F (2) + 2,(2)12:9,(2). 


令 B, 是 一 个 闭 长 方 体 使 得 在 By 外 go =0, 函数 序列 
9, 7 max(0, gp- fa- Ehn) 

音调 减少 收敛 于 0。 因 为 每 一 个 pa 是 连续 的 而 B, ERK, 所 以 

ipad 在 B, 上 一 致 收 化 于 0, (Dini 定理 , 第 5 章 定 理 1)， 于 是 对 
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Va) muy eE Ba. 
fu (æ) + Ehys) >g (4) D 
出 此 便 街 到 


€ 
< 
m Bp) i Me iE 


1 F 
J J 


| fa TEX f fa suum (2, 
x S [es eh) f. go—2 
= ]e; 一 人 
根据 这 一 结果 得 
{7 .20) lio {fs = - 2e 
BAU, 204i — 4 p fu e p3 "RT 
lim [f dj Ou. 
定理 5 VEG. ERA REEN E E E MB ELI 
Cauchy J£ 3j, #7 
liinf (x) zlimg, (v), a.e. 
则 
liri EA zlim fe. : 


证 明 定义 n= =t, XA 
Saxt0, f,— Fnr gs, t 9,1), 
Pa asd, guo oca ~ Sn + fua), 
si 
Gn Bam Fn fau 二 go-ty 
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Xas -bs) mj... 


G. zi 2». 
满足 定理 4 的 假设 ,于 是 
Olim fur, -G.) 


-Em($1-39 -um(G,- 22. 
X UO UR CL UP) D'-Caachy 序列 ,使 


lim fale) =lim gals), a.e. 


oj 
lim ES - lim fon. 
证 明 HEM 5 DART Sa 和 和 0, 区 实 部 组 成 的 序列 和 虚 
BALDUS RS AEA REHE 
EX Fr dk Lebesgue npPin E, J (üisLebospuelfl4. 
是 
(F - lim o 
Fh Cf.) Æ CRTR — AL T Ab Abo aT f£ impie Lr- 
Cauchy 序列 。 
当然 , 上面 的 系 保 证 了 这 一 积分 是 完全 有 痘 义 的 。 亚 在. 我 们 
概括 出 积 和 分 和 可 积 函 数 的 一 些 此 本 性 质 ， 
ESSE tf EE R EILEAR RE SEIS CLER AI. 
(i) AJ Æ Lebesgue 可 积 的 ， 则 对 每 一 个 复数 e 和 每 一 个 
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Lebesgue 可 积 函 数 g, (cf +g) Bik Lebesgue 可 积 的 ,并 且 
fes +g) = 2 Ja fe. 
Gi) Zbu-Re(f)fUe-Im(f), IRE f -ucio, 其 中 
u 和 都 是 实 信 的 。 WA S dE Lenhesgue 可 积 当 且 仅 当 dH o 都 
是 Lebesgue 可 积 。 
(dii) 车 子 是 Lebesgue njfinj, Wj]f| 也 是 Lebesgue 可 积 


的 并 且 
i |«fir 


(v) # SÆ Lebesguo 下 积 的 ， 并 且 几 乎 处 处 有 f(2)2:0, 
则 


| >0， 


* 


RDE LERENA HA. 

TEE IRE ERASER E T WR dP Ce ESER Bo 
我 们 还 知道 什么 具体 的 Lebesguo RRR NF. 

例 3 定理 2 给 出 一 个 最 重要 的 方法 ,用 它 可 从 CL QR) 中 的 
e X ^ gx" Hi Lebesgue FRESS, 7? Jaefinfa EUR 
有 紧 支 柱 的 单调 增加 连续 函数 序列 ， 并 且 其 积分 序列 | | 7。 有 办 ， 
那么 

f(x) -limf,(z) < 0, a.0. 
f 是 一 个 Lebesgue n 18 Sk Ji 
[7 =1im [fn 
SS REPOS FIERI UL EE Ritt, VE SCREAM AERA 
留 下 来 证 明 它 )， 任 何 实 位 Lebesgue 可 积 函 数 了 都 能 够 分 解 为 
ffit fat fa 其 中 所 是 C0.(22) 中 一 个 单调 增加 序列 的 极限 ， 
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fàjÉC.CGi)rp—A- RAD INIGISRNE, WP fs 几乎 处 处 为 0。 
对 此 ， de QI per 

BRER Up Rhi TEA 一 个 而 激 及 ECCBR*) 合 得 
(7.21) h= ERK Es 

Osch« 1, EE b), 

(0, 7.27352] Hg 20, R A ERE] Ae ak EMUPBE 
ERR gr OUCSCT KC RE ES 
i,vccKE, 
C, wt KK, 
出 单 调 收 做 针 性 过 ,我 们 达到 任何 紧 集 的 特征 函数 其 Lebesgue 可 
PUY, CHA wo Uesi agh, PARRA A A RIEN SR UR. 

MELB RITREED— MEEN, A 4 OR) 
ME XR AERTAL WA T AEE Eng mis 


Tin(k a) kahe 


; a I. CEA B, 
Ü xf = Qa 在 五 外 r 


是 Lebesgue W $i. Bx Sco eH O,QP)mess fi 
ARG Ja PENCIL GI. 4064 ATQOE 0 时 的 结果 就 可 以 了 ， 
在 这 一 情形 下 

bk f -limWf, 


c 是 一 个 满足 .21) mg 3f HI T pda 现在 ， 

F g ERER bf MAER, 么 在 Ce 人 zt 内 存在 一 个 
7 T Jle) = g(x), CK (I, 7.2 inicium TE, A g ERR 
A LBSTT I IE oC, ID EL 
"—— [p EKE 

0, IEK 5b, 

是 Lebesgue M P489, PA, RAJEH ERA (7.21) 以 及 使 了 成 为 
C,CR* ) JJ i Sus 扩张 ,就 知道 如 合 去 计算 了 的 积分 ， 
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内 为 具有 上 紧 支柱 的 连续 通 数 的 积分 是 利用 长 方 体 上 的 Rie- 
mann Z4 3 xg 3659, Bb RI 36, 当 开 是 一 个 闭 长 方 体 时 , BR x P 
(0 .22)4: R* Ed) Lebesgue 积分 等 于 g dcl 7; KK Ei Riemang 
EU HAERE 

59K s + + gu ER, 
TE. er S] g dA GR b94R MESES KR, E 
结论 也 是 成 立 的 。 著 9Jk—4- LEBER. BA E ERE BSEC) 
线性 组 合 

G=0:K p, He HCK pa’ 
Se egeuiExPiBY ARRE 

RAEE LATRA REN ERAR GRE, Wr f 
jie R" EAE EE A A A i Lobesgue YELE? CH 
-R 了 ny RPR E-i fn ETE. XERCC AE 9 1 3527 k 
序列 B., 并且 R HE RERA B, 内 ， 

UB, = R^, 


考虑 积分 的 单调 序列 
| | fef Jan 
"ELI Ps 


XT RU QU. RETE D, AEB a RAR n=l, 2,8, =, d 
同 7.2 节 习题 3 PIR h EC). TE 

he) 1, gE,» 

O< hll, wE Bi 一 了 

E c eI 


n | | 
hf xh Sif 


limA, (e) f (2) = f (e), 对 所 有 v, 


b s] y f a 


En Husa 
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FE, ROWEN [nr panunu] 7 onse sen 
LEIDEN INE XU MERE S RU MEME 
fA VtodeclhUH, Y fORYSH, MAIT EERTE (为什么? 我们 


iv, utu Ao REER, AA ul siflo Ssl Sy 
WIS R u melt —iERDE Su-w-u, 其 中 心 = 
max(u,0), w= = mincu, 0), 它们 都 是 连续 的 非 负 函数 并 且 
jul = 全 此 ,PRI 我 们 出 才 给 出 的 厘 负 画 数 的 可 积 性 , 若 Ju] 
可 积 则 ww Ru np WMA uE. x ecu bpg5g5ne. 4 
111293) (GN F 3685) f AEAII WEL BED SS PF JE R* 上 
BS — XE £8: (EE E 36, D] P J& Lebesgue 订 积 的 当 且 仅 当 


limf |f|«os, ' 
n v En 


3X 8 Bar 下 任意 一 到 增加 的 闭 长 方 体 的 序列 ,而 BB 中 每 一 点 必 属 
于 该 序 到 中 处 个 团 长 方 体 ， 


习 E 
1. 232/09 部 是 Lebesgue 可 积 函数 ，c 是 复数 ， 则 (cy +9) 是 一 个 
Lebesgue TRAX. waf (ef +9) =c | Í i 9. 
2. F fÆ Lebesgue HRY MHAMTERIA f PENERE 
Lebesgue "fin Jf-H. Í /|«ji Íi. 
3. 无: 一 范 数 


ifk=fif] 
J& Lebesgue TRZE AM EI ATEM. 
4. 着 了 是 -- 个 Lebesgue "PARA 368 [ |£ 159, Xilf (EILEAR J 
0, 
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5. GE fX R^ 上 的 画 数 ,其 值 几 平 处 处 为 0. 则 了 是 Lebesgue 可 积 的 
并 有 jf =0. 
6. dfe peek, WU f JE Lebesgue TPRI HH FRY 
Lebesgue PAF f itj Riemann 积分 。 
T. 2 f Je Lebesgue SUR Be 并 且 几 乎 处 处 有 了 (z) >>0, 则 | 12:0. 
8. ig fA g iiig Lebesgue WPR, Xi 
(Vg) (z) 2 max(/ (x). g(x)). 
(Ag) (2) = min(f (2). g(2)), 
XU f V/g Ft f Ag fil Lebesgue YR EA QE: 各 个 连续 函数 的 最 大 值 和 
Sc BE CAE XE SEIT). 
9. FARA i 
f(x)ze'm 
ARAR j. Lebesgue WEL MGRIRDU)8Uj. 
10. aeaa 
f (2) = Ji, 240, 
(SR ELE SE Lebesgue n ifs, RINS 
x Ix i 21, 
LORI leh 
A Lebesgue 可 各 的 。 用 jx 17 JR rU ORORJED AT 
M. 因数 
1 
ft» e 0< izgl, 
0, EXP 
在 R! 上 不 是 Lebesgue TREL ag X Do HREAN 
1 » 
ie SIEL 
0, jub, 
Æ R? EEY Lebesgue TARAR. 
12. 4g—^ 8p EUR BGRULSEARERESR- Fa ATER, ix — $9 
题 正确 吗 ? 
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7.5 完备 性 和 连续 性 
我 们 已 经 将 OB") 的 积分 扩张 到 :一 个 更 大 的 空间 上 去 ,在 这 
短 姑 的 一 节 里 ,我 们 首先 (在 Lo $E POUR CIR") E846. ox 
件 事 是 我 们 一 芙 的 日 的 ， 然 后 我 们 将 讨论 可 积 性 和 连续 性 之 间 的 
记 缉 ”我 们 记 工 ! -L'ROE R” 上 人 ( 复 值 ) Lebesgue nj fi. 
数 装 空间 
定理 7 在 半 -- 范 数 
fh fi 
Ts D OUO d pt e 88 86 ELCHE 2 [8], C RA CelB*) 作 为 它 
Er o BESTEN lj. 
证 明 JEL, 那么 在 C6(BR*Y) 内 有 一 个 快速 Dauchy 序列 
limf,(v)-2f(*), a.e. 
我 们 起 样 孝道 lim iffi e03moemBzi—TGEAEXE p. MA (Of. 
- f; Æ CRE” Dd 速 L'-Oaucby 序列 ， 它 几乎 处 处 点 
HAT f- TE, 
PE 
-linf] f, - ful. 
i10 EL - Cauchy H 2) 3 1) 
limtf,- fuii 0, 


tim? If d lim lim? Hf falh =0. 
RAEE A fj^ X Li k gg HB UE E E VT L'i: 
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3&0 i) Cauchy 序列 在 L'— ARARAT 4 RUBRIC, xc FUE 
8] ko UU Ei-Cauchy 序列 在 14 D ads Matt 
Fila | 


po ia 
RU NERO OT AS f) 一 个 函数 EC， RR 
o. Me gli, 
"EE - Gauchy 序列 。 AMTEAR 
dy. METES EL A mid - l0, WA, WAB, E 
unire efi, 


“定义 AR — 
(a) de R* ELPA E S, 
(b) 其 函数 值 在 B^ 上 几乎 处 处 为 6， 
鳄 称 此 函数 是 一 个 堆 画 数 。 
在 上 ene Dae 7 dtc fd Lehesgue TRR 


sc oen [i1 «0 Tt RR 加 的 一 个 子 空间 , 它 直 D- 


HRA 0 ARARA. 如 问 我 们 在 第 6 aC FIRE, m 
以 作证 商 空间 UN, Rp JE HEC SHE. LUN dA Ban: 
空间 , Go BERE RMEYUEDEE CORO. quu cix a 
T. Bn WU ZE— ARTAR, WI EIA R aA 
数 .我 们 宁愿 撤 开 上 面 的 鬼 造 过 程 , 按照 习惯 称 D^ 是 一 个 Banach 
空间 ( 完 氮 约 赋 范 线性 空间 )。 这 就 要 采用 下 面 的 约定 。 : 

约定 iS, gL HWER mE (2) = ge), a.e. 
也 就 是 说 S- 9 是 一 个 零 函 数 ,那么 我 们 就 约定 了 =g。 

由 这 一 约定 得 到 当 上 i=0 时 就 有 =0。 我 们 还 要 注意 
了 之 g RER (2) 之 g(z) 几乎 处 处 成 立 ， 等 等 。 由 于 存在 深 谋 解 

PEVOT 


PITRE, RAGE VEL DR ELT JUSP- b RBS" 3X — SR HB. 

现在 ,我 们 转 过 来 注意 这 样 的 问题 ， 当 我 们 通过 Co(B8*) 获得 
(CB) 中 的 道 数 和 连续 性 相差 多 少 呢 ?怎样 的 不 侨 续 
BK iA E RKE Anl rA, 当然， 一 个 可 税 泛 数 可 能 处 处 不 
连续 ,这 起 因为 对 一 个 可 积 函 数 而 言 ,不 论 我 们 用 人 怎样 的 方式 改变 
ium was 8t Erit, dn 不 会 影响 它 的 可 积 性 (和 其 积分 

)。 另 一 方面 ,我 们 抒 道 任何 一 个 训 积 函数 都 可 以 用 连续 函 

SEE MEI E 如 果 我 们 知道 怎样 去 观察 
这 一 问题 的 话 ， 那 么 这 一 逼近 就 有 力 地 揭示 了 每 一 个 可 积 丽 数 都 
表 吕 出 多 么 意 想 不 到 的 连续 性 。 

定理 8 Hf Jt E* pDüu—-^ Lebesgue 可 积 函 数 ， 若 和 40 
是 任意 革 个 正 数 ， 那 么 存在 一 个 集 &S 和 一 个 有 紧 支 柱 的 连续 请 数 
9， 使 得 


m*(S)«0, 
(7.23) l£(2-g(z)| «e, sés 
证 明 REAREN i 3 ZeUE BI IIBSU— 4E BECA) 
dU. RIER CURT 5p UH 8 
RARS- / 


limfa (æ) = f (2), a.o. 
对 每 个 由 A 
T 5 [fu ri) Ta m) | Dat. 
i (7.12) 
JU f SD mS), 
LAA EAT ind fali «d^, 我 们 有 
m*(S,) «ue. 
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XP epum N, E 


Ey 一 DEN 


ASN 


注意 到 
m*( Es X m*(3,) 


所 以 
limm*CE 4) 2.0, 


现在 ,给 定 e>0 和 5>0, 选取 - IER N, pris mt Eny 
<å, WE “和 Er， RA 
1/42 7 fO | 07, n» NL 
于 是 序列 {f Ey 194 EET ORG ET XE UG) 不 收敛 于 
(2) 的 那些 z 组 成 的 集 , 则 ma( =0。 又 车 
S= PE, 
我 们 有 有 m*(9) <6 UR limf, (2) = fon) 8 AR fS p d Suy. 


GREC RI EUR ITA PREIS RR Eo | f - fud xe m fu fe 
定理 中 的 9。 BENERE E, O8 i RA E EEE EOS 2r 
kiki ora 所 堆放 下 商 的 系 )。 

AX WIE 于 的 一 个 Lobesgne A EHA, HEA 
dei M f: i d un AER 

G) mmia) =À, 

GDO 对 每 个 mn, ERR Kas R-U, PEHR IE K, EES 
HAR. 

证 明 XX GS NDLRGETES PIR, RANEE N: 


WABLOREE. AUDREN, RIIA IRAD ROTE UP U Ea) 。 
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-其 外 测度 趋 3 0， 
(7.24) m*(T U E,)«2:U-n 
RAITA BI ABE ETEGCE RES TU ES, 并 县 它 们 的 和 集中 

BRUN 27070, (7.3 Uo E 20. 4e Va ROBOT AI E 
HA, MOV, EARE EUR 07D, He U,-Vun 
Vine fF as JA E 

U, EIH, 

TU Ey;cCU;, 

m*(U4) «27t72, 

U pos 
ds HEEN, Uu 在 Ds PIS Ki B --Us EAREN 
TSEK: 上 的 限制 是 Ky panes X. {第 5 wm 
3) 

”定理 8 表明 若 了 可 积 ,那么 给 定 任何 eA ô, 存在 一 个 具有 紧 
支柱 的 连续 函数 , 除去 一 个 外 测度 小 于 6 的 集 , 它 与 了 ELE S 
-地 小 于 es。 槛 注意 此 十 ,上面 的 系 并 没有 这 样 阅 , 它 没有 说 对 给 定 
的 6>0, TEE HAS K, JEE m Qi - K) <6, 使 得 了 在 K 上 
每 点 连续 。 我 们 知道 如 此 的 子 其 至 不 必 在 每 点 连 绕 。 它 是 说 如 果 
我们 完全 漠视 了 在 一 个 外 测度 是 很 小 的 开 焦 二 的 值 ， 那 么 我 们 就 
获得 一 个 在 余 焦 上 连续 多 两 数 ， 

”我们 中 已 指出 一 个 Riemann TRR idonei 于 一 个 连续 

qua, fj PRIED EDDARGLOY A kbikfkOu. RAE a EBk 

2C88 so gs, (UNT ESOS EE TREE "- 9T — HUS ;再 作 
证明 。: 


可 题 
(GBA ED Eee ER Z? fU R* 二 的 一 个 因数，8 是 R*W MN 
2 378 。 


Reo f 的 -平移 是 函数 了 yf 它 的 定义 是 
(T Pl) = fay). 
W3sfeLi(R), wp (7,f)e L'(R*), #8 
rs 
2. WS fe L'(R*) 
limb f -Tfh =O. 
wg 
FÆ E f. 映射 ps 
R^— 5 LUR’) 
T(y) * T,f 
是 连续 的 。 (提示 : BOXXPCIOUR M DDSREROULS lim7w =f, A BERE 
yt. : 
3. iR f RR LA Ee s. UE 
F (x) DAR ER 
WFA RI binis., PRUEEDE f YD i5, Bu] FP ETA, 并 
H. F (x)= f(x). 
4. PRLS EBRAR URTEA ARR 
f Ef h, l 
Bu hn fs. fy o ALERT xd ERIK $e C -AE E/r Xr. 
$. 3E f Muf ER nA K — " MINET fa JER- 
年 是 在 负 的 。 


7.06 Wu EG 


Qm d$41 fr IL E Ri OETE, SETA Lebesgue 814 D8- 
puduit. TAREA LAA TE A BOF ASe, TE 
Seq ZEHA E S EET E ROA i IAE, 
定理 9 d$, t Lebesguo) ii RAZOR I, i 
OO (A E Dr-Cauehy Hy » 
IDE: 
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COR lim ,(z) 
WARS TR. HRS 在 11- 范 数 下 收 语 了 于 f. 
证 明 当 MN Cchy 序 列 时 ， 第 一 个 结论 才 
PERITE ERREFE. TERPIN E 
US 
-的 序列 {7 TES. RIRA ERCI EAk FAR 
Fs EIF- fah. REAMEES, 找 出 函数 MEC (R B 
R Sus ERA A FH, 
tad ffp gucn? 
(b) m*OS,) «n? 
(0 1/.G)-9$)] €«n^!, 2€ Sn 
3H GO ELE UP JEDE D'-Canchyik £l. RITER (9) 是 CCP) 
次 本 快速 L'-Cauehy 序列 。 由 定理 3, 极限 
fn) = limg,(%) 


是 


几乎 处 处 存在 ，f ERWEE AHA woke LN Idm f. 
Jah fr Ca), Ss 到 UE L-x C ERAF f, 所 以 , 剩 下 
-的 还 缆 证 明 £n) JU IIR UE BUY. f (n), 

对 每 个 六 B 


E= O Sae 
AREN 
EES A T 2 XE Sah Aga BRAT Sla) 的 那些 x 所 


[ nt 


CHORGUHME. AU OO RRUETL 
ScTUE, N-1,2,8.- 

JR € O01 "iege jilj 1g, Ca) c 3 Pn) LR Uf (e) gale) 
m* (S) szen* (T ) - m* (E), 


= 340. 


m*(T) «0, 
m* (Ey) mB) < Sia, 
我 们 有 | | 
m*(S)« 3n, 对 所 有 N. 

所 以 m*(S) = 0, 

定理 10( 单 调 收敛 定理 ) UO GER 上 的 实 值 可 积 函数 序 
列 ,并 且 是 和 旬 调 增加 的 。 

ff fy 

i Surium [A AR uum 


f (2) = limf, (s) 
几乎 处 处 有 限 , 了 是 一 个 可 积 函 数 , 并 且 
[^ = tim ffa 
证 明 gd n icncnic-, 使 得 
[> lim | pag 
那么 Jum fum EARE L-Oauchy 序列 ， 将 定理 9 MARA: 
这 -于 序列 上 去 便 立 即 效 得 所 要 结果 、 
系 (Beppo Lwi EW) i (是 一 列 非 负 可 积 函 数 , 好 旨 


SA «e os, 


h(2) = WA,(x)«co, a.6. 
h jk-—4 nj] BURN LUE EL 
fa I Sp. 
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J& RO 的 器 连续 性 ) y ford Jameedé 个 单调 减少 
-的 非 负 可 积 函 数 序列 , JE 


Hm/ (rt) =0，a.e. 
yl Í 
lim ff, e 0, 
TIESA oet B 1906 4r Fatou 的 博 - 论 文 丰 。 在 我 们 
JW Xn iss ppc dl sibi HB. 
定理 11 (Fatou 引 理 ) HS.) JE — Pl A fa af BUSY A, 


f(z) = limf,(e) 
 JUOE Je Hb FERE, J HOB3A) E ng 
"fs 
& 9t. f£ de up BUR 3S FL 
T.D) ] Aim ntf. 
证 明 din) 是 -一 到 实数 , [中 权 一 -下 
lim infr, 


Tx LE EXEAT OS BUSH UR. AR, TE Rb fes 中 收 
MPFR e. 91 Rio XC lim —— 对 每 个 心 
" 
"MES ji f E 
EA 
| ff; tut dame 


BEA ta 1 EP ERA EK. Tim inf ^E SH 


lini inf z, = Hinay, 
» x 
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BIN CP. 几乎 处 处 收 伍 于 了 我们 省 
fix) = lim inff. ^r), n.6. 
Ar ze BEI, da 8A ICH BA E AT E t lim in 
{= lim sup), jE X. 
Üu (x) - inf f.On, 
大 


gis: gom gms 


以 及 

fw) -limgs(s), a.e. a 
现在 ,我 们 将 证 明 每 个 gr 是 一 个 可 积 函 数 。 蜀 时 假定 ， 我 们 已 经 - 
证 明了 这 一 点 。 因 为 ufr RIA 

fons fr: T 

定理 的 一 个 假设 是 Fr BEAR A, DED e 的 名 分 序列 
BEATA. HASERA (g) 上 ,结论 ;函数 下 是 : 
可 积 的 并 且 ， /— m uoa T 


fr lim es ' 


如 果 我 们 证 明了 下 列 丙 点 4 我 们 便 党 成 了 整个 证 明 ， 


(i) 每 个 gy A 是 可 避难 riso ' 
(i) lim zs «mi inf jr É E f ] E f ] 7 ah EP 
HENN, it E a 
KO = InN AS PE - min( f ;, en 7545), 
m | E 
ne AVS 
m EX | RET 


h XA m G 


Hmh = inf f,- gn. 
nM i 


FEAS BIRIT. AWSR), Vaso m, pR 
E A ; i í 


PEUT Ac», : 
= foc 


aa 
型 在 
We fy, jaN, N 41, Nn, 
故 ` 
2 ， ET "e o 
4 te 
E301 1708 
inenin fin D X lc 
这 样 就 有 is 


Uo ped 
Ge Nin Ns 
i dr Jim [gs : ioinf fyi 
定理 12( 控 制 收 售 定理 ) BHSE- IRER EJF 
处 点 态 鉴 叙 于 画 数 了。 ORE -ATRN y 使 得 对 每 个 %， 
PRESTARE: VA - Ac PEBURBG 并 且 
f f=lim f. 
WB ”我们 可 以 假定 9>0, 这 是 次 为 我 们 总 龙 够 用 |g| RE 
I. 此外, 我们 也 可 以 假定 f .是 实 值 的 ,因为 著 f, us itus 那么 
FER Gu) P C.) BE ERO AR P E CF) 一 样 。 
现在 我 们 有 
gs f xg, n= 1, 2, 3, 
4HT 9H Sa AER BI, g- FAEERE, HOAN, 
g- fe>0, 
-了 


I(g fal f.4y52|f, 
以 及 
lim(g(z) 一 和 2) 2 gé — f (x) 
JUTAEAER V, fi Fab GEB a AAi =A EFC JE 
dur Palim inf[ce - fe, 
Tj p 本 ~ 一 个 天 P E ER, HE ft Hii dX, 
lim inf( -e )= —-limsups,, — 4 
就 有 
pr *lim suplf.. 


PME Fatou ZippscHTQ ge, p.85 得 到 


R ~ 
` da s. E E ? 
lim supi f. Pl inf VU» 
n - - " 


Beg Lr. esi 3e n 


fij im [Fa 


FaR E iia 芷 一 m EAE. CJF 
Ab Abos SCC ERE 了 .如果 存在 一 个 5 外) BIBE VA RU JE, E 
PLEIE f X 0, Wf iu EURE.96H 


| E lim hio 


十 入 Clo OS x ce, JH XEHE nS i US 5. fa O, WE 
LAU M Sec ELE miU) «€ co (CREELEEU 995 Epy 
o is ul S, ARRI EE Rm CS + 
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€), BEA UG EE Ku 是 一 个 可 识 耳 数 ，( 为 什么 ?因为 U= 
UKo RMK, E ARMARE, TAMNICE. DR 
XP— peg flA, TT MAAR N A E RR, ANER 
g= MK; 
FO BOR IR ager d eC TAE TTE RTREAK OS 
L loue lim, 


的 一 个 最 好 结果 。 我 们 个 应 访 育 月 地 认为 利用 Lebesgue 积分 以 
后 , 积分 和 级 里 的 次 谨 芭 谈 站 是 可 能 的 。 某 些 在 收敛 性 上 上 的 Rid» 
piw PuB ihn GER 上 上 的 丽 交 序列 
I, kgæ<k+t, 
f£) = f nm 
DOCERE ES :有 TapuyUCPO, RxI—H9 v, 有 


Inel 


PERICE AH, RIMEN THRE, 虽然 它 被 
di Hu BIN HC SNR KA A AAE IT. 

定理 13 六 区 间 fa， b] i-r AL ER f JE Riemann 可 
积 的 , Zi tL c5 

(a) 它 是 有 只 的 ， 

(b) 它 在 [a, 四 几乎 处 处 连续 ， 
Æ f E Riemann nj £55. 81A Xr 

jh a: bb, 
E 

ER -是 Debesgue npgu, H afo = | flade, 

TA 显然, 我们 可 以 假定 了 是 实 值 的 , 安 科 知道 , 任何 Rie- 
mann 可 税 朴 数 是 有 界 的 ， 于 是 ,我 们 的 三 务 直 证明 Foy 8 上 的 一 


AU i51 p re Kiemann WRM EAA CELA, 下 几乎 处 处 


pirk 
Aat. 


TA, Hf Riemann 可 税 的 ,这 去 未 . 
M 4 R3 BB. 
JPi max (ey ~ «41) 
57 Q "nj. 


Rieinann^ | 
{7.26) | B(f, P, T)- f Ma -0$524). 5€ [tais 24] 
WAFS foods, Lii m e toD NR RER 


jii diamal f- 


x RE CO X BUR C 20) 的 和 式 所 组 成 中 集 , Mod OE) P FUTT 
<ô, XB — rins vs D, RATE 
(1.97) Sml- EI, D, Tys tss pe 
其 中 

, M,- sup fa» 


1€ rini) 


m= inf. fa) 


CE [z $231] 
此 外 ,适当 地 选取 人 -= 人， ， 我 们 能 够 使 S(f, P, T) Zi 
DIA I R: 或 右 端 1 T xot PEAK 属于 划分 P. BR 
好 记 下 种 ( 它 是 用 m, PEDA SC., Ph 记 ENEE 是 由 M, 产 
RDA S(f, P), WA 显然 DESI es 
diamZ,Cf) = uj i9 Cf, P) - (f, Pj, 


BIN, 由 于 了 是 Riemann 可 积 的 ,我 们 有 
lim UG. P)-S(f, xa 9. 
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选取 划分 的 序列 {P) 使 得 
(a) iA n, P. 是 E 的 加 给， 
(b) lim[P,] «0, 
(c) lim[S Cf, P,) - S(f, P,)1-0., 
现在 
(Sf, Pa) = IZOL 


SCF, Pu) = Code, 


共 中 ua, 是 一 个 阶梯 函数 ， 它 在 也 P, 确定 的 每 一 个 子 区 间 工 上 是 
一 个 常数 ,其 值 为 sap f, e, 也 是 一 个 阶梯 函数 它 在 子 区间 工 上 
的 值 是 inff, RU] EL, HRA noH wo. 并 且 由 加 细 茶 件 (a)， 

我 们 有 an= URSUS Td 

(7. 28) MENS SS 了 < * XS Sax, 

P3 2X wu, 是 阶梯 函数 ,我 们 知道 ,如 果 我 们 将 它 的 定义 扩张 到 [a, 5] 
之 外 , 并 定义 它 在 fw, DIAEA O, 我 们 就 得 到 一 个 BR! 上 的 Le- 
besgue 可 积 函 数 ， RIIAT IEA RRA Ua HEA v 
也 同样 这 样 做 。 那 么 我 们 知道 ( 例 3) 


[m= [sn SC, P,), 
fa BF, P2. 
因此 , Riemann 可 积 性 和 条 件 (b) 告 诉 我 们 ， 
lim (u, UA 
由 (7.28)。 ((u, - 0) 是 单调 减少 的 非 久 可 积 画 数 序列 。 又 因为 


它们 的 积分 趋 于 0， 那么 单调 收 人 钱 定 理 { 它 的 系 ) 告 诉 我 们 
. 388 。 


lim[u,(z) — 9,(2)]1 = 0, 2.0. 


现在 我 们 断言 了 在 (2) - e (2) KRF O 的 每 一 点 = 连续 。 首 
b, BAT ERENS P. 所 确定 的 任何 子 区 间 的 端点 。 若 
u(x) -ww(z)<s， 那么 存在 一 个 含有 4 的 (小 的 ) FRE ERI 
开 区 间 上 os (2) c f (7) a, Cr), 也 就 是 ,存在 0>0， Hje-t] <ó 
可 得 
1f (&) - £(D | «s,(2) 7 v, (2) « 8, 

这 样 我 们 就 看 出 了 在 o 连续 。 如 果 是 可 列 个 端点 由 的 一 个 ， 只 
ROMPE PP NOE FRUTBLT. RURAURSHRUGNS. R 
A38] ELEGRCA- 9] 2088 CEU SEDE HE P, ELAR 上 tw (2) ~ e. (0) 
可 能 不 趋 于 0。 这 样 ,我 们 便 证 明了 了 是 几乎 处 处 连 线 的。 

刚才 我 们 给 出 的 论述 反之 也 成 立 , 设 f 是 几乎 外 处 连续 的 , 选 
取 一 个 划分 的 序列 , 它 满足 前 面 的 (a) Wb), doa 是 了 的 任 一 连 
续 点 (并且 二 不 是 子 区 间 的 端点 ), 则 

lim(u,(z) -an(2)]= 0, 
于 是 序列 {(4, — 0.) ARRATIAREN ONM. 这 样 
就 有 
Him [(u, — ,) - 0. 
(您 必须 用 娜 一 个 定理 来 得 出 这 一 结论 呢 ?) 所 以 我 人 有 
lim[S$(f, P.) -S(f, Po)]= 0， 

并 且 它 对 所 有 满足 条 件 (a) 和 (b) 的 序列 人 成立， 这 表明 了 是 
Riemann 可 积 的 ^7" 和 


3 BH 
1。 设 S 是 一 个 具有 有 限 外 测度 的 集 , 则 
m* (S) -int[Íf fe L^, f20.:5:Spf-l ! ; 
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2. digA fuus f Jeep B fg 下 可 入 
39. (RTBEBSUPHBEBGESRQE) GRE f. VA y Halls ggr ii EL 
对 每 个 面 定 的 y, CZE DET. 30317 (z, v) o2. EET 
y 无 关 的 可 积 鞍 数 , 证 明 
i - fF (a, dz 
是 连续 的 。 
4. 3x:fe LI!(RO, {R Fourier TÈ 


f)» [7 (x)e ds. 
证 明 允 每 一 个 fe L'，f 是 一 到 连续 的 : 


5， 设 了 是 在 实 喜 线 上 处 处 可 微 的 函数 ， "T3 证 明 若 - oo 
«a«b«zoo, gi Riaad! Æ Loebssguc DEI TIS 
fen fe -Fa 
(提示 : EHH fa, b) H yni (a (ln) 一 fx)] p R3 zu CF 
f'(z).) l 
R f (2) o a coss? ERR EARE PG 它 的 导数 是 否 可 积 ? 
设 了 是 有 紧 云 村 的 非 负 可 积 求 数 。 证 胃 w 子 是 一 个 可 积 活 数 。 
ifgnemumgunwn ftc pEURÉÉ. 
RU BET PREBURE FER], E 
(à Oz fx, 


(i) lim[f, -1, 


(iii) fF. ADRA K, EKIA fs ES 9. 
ui 


cO u m 


名 


kafa- f. p= 


7.7 DIT ITE. 


在 这 一 他 里 我 们 将 给 出 可 测 函 数 的 概念 ， 然 后 利用 它 引 由 可 
. 测 集 ,半生 研究 测度 (长 度 ,面积 ,体积 ,等 等 ) 一 - | 
AS EAJK EC. RE E TURNEE 一 关中 我 们 中 经 
ie iie peer er. z 
30. 


aco RU ERAR M 4k ES. UG 

(o f ÆR p JLSÉEREBAERZA EX, 

(i) 存在 一 个 (有 紧 支 柱 的 ) 连续 函数 序列 儿 乎 处 处 点 态 改 
fir. 

我 们 立刻 说 明 为 什么 把 s* 有 紧 支 柱 * 放 在 图 括号 内， 这 中 因为 
dA, IRIS OUR EA RZUT PUER RE eH MO Y HR MC 
EJ RERBA IRI MA DERIT SACO. UE fuf fuc iE R 
下 的 连续 函数 ,并 且 

limf.(%) = f (m), a.o. 


设 K;cK;CK,C EARMARK, 使 得 
L)K, « R* 


对 每 个 n, EXC 6 e A. € C,CR), BREK, Enh 49. 
Saf nhin W Ja E OUR), 3e ELTE CFL DD) ESEA 
lim g(r) = Him, Ge), 


AER K, AE c, 存在 N, 使 得 %E Kw, 于 是 … 
G) = 了 (xy n>N, 

可 测 丽 数 臣 我 们 所 选中 的 * 合 理 的 “或 ” 非 病态 的 ” 锋 教 。 它 入 
包 合 如 一 大 类 函数 ， 下 而 我 们 给 出 总 一 大 类 另 数 的 一 些 基本 事 
G ASA g WREAK o 是 一 个 复数 , 则 (cf + 9) 是 一 
个 可 mm. Ka. MAT MRR E * 3L 8 BG 1 2 
性 空间 。 

Gi) KAS 是 可 测 的 当量 仅 当 SCURE DE X E pe 
ij. 

Gii xr fug, |f sra. 

Qv) SA g mda nr m py, 则 


(fF N/g) (a) 2 maxCf (z), g(2)), 
Cf /Ng) Ge) - win fe), (2), 
dde np NIB E. 
(OY GA fn burden, MWER fy 也 是 一 个 可 测 活 
(Vi) 每 "rmi. 

ge uxo Titium ciu. M 5 4 UE ROC 
yy 38 v dd OK DERE: sp (a p dee Kk 
S | : 

DIGG A LEX LIDE TIO GA Typs MEDEO 
PEIOK ESR E RATH E EnA Ya AUE aae F 
JE BEBE TE EE I CU OS EA BL". 

定理 14 fé. Wf dEnpBu Bi E-A 
DISCE g E jg E BARERA a A 
EED E. : 

WE BH SOE RIJE WEE, a ERO IIR HAC RUYUL i3, y 
TEWE RUIT RAS ESRB TTE, EATUR CODO LO f 
Anf NR, ERIA IRA RLRE DEAE RAO fj， 使 得 

Flajs = limf, (2), a.6. 
我 们 也 有 Fg. 这 里 RAUPA. duis, 
rule 
hn = (FADN EEA)» 


(^. (x —g(m)ss fa Cos g(z), 
hale) = 4gér). Fr) »g(a), 
| ~G E)n fon) ~ g(m). 
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"RS g dp $5 Cf iino. BEER Ava) BPPI. BEA 
JEMES, 
limh, (æ) = f(x), 2.6. 
HERMIE pu. f ERRES, 
Amp AXE JU X "TTLIITLIS 让 于 每 一 
Vi A R AA uS LAT E EU Wi 


个 


Ds pm PUES 
af fun. 

证 明 ibxXtSUMDP TOP DENIS RRR EE, WATEA 
use pul uragag, A Rum 14 立即 得 出 结论 。 

EK WU Me yhp Buses, IL e ds ST i t S 
fdk Op een, 

IÈR RARE F $59 1288 RA, RINSI 9 
PEE E E eL A 
HE AD es CRUA Ks T R pE TS AG 

| Ke R 

Ab ns 令 Í 

ha (nV Gg, f) AN 
ENU | 

0, c£ K,, 
Fa, 2€ K, -nxf(a)«n 
at Kes Fr) >n, 
(nn, TERK, F-n, 
WY A BOWREN jele R E e, 这 基因 六 函数 序列 
-RAV (K r, Fn = 本 2,3,- 
ALARA MEIKA P Aus EHANA RAE Ka 外 为 0( 有 界 收 
.393 。 


htx) = 


fO. 因为 ACD, Sl Ie TIU ROC) ES 
TE LEE TET 
m*(S,) n^, 
DORMI 
我 们 将 断言 序列 {9} 几乎 处 处 点 态 收 全 于 f. RIIB 
Ey = U Ba. 
又 设 了 是 使 了 没有 定义 的 那些 点 组 成 的 集 ,再 设 
五 = ROT 
T EARNER, ALAA 
ECF, N=1, 2,8, 
ms En, 
r-N k 
PEE SALT EREN, RIAR AE PWERTU BA 
{19 REKT f. 4 celi HE, "iu fO) Rb ASA (e ERT 


Ka Ps 于 是 存在 正 整 数 M, (ld 
sE Kp nz M, 


If (2) | <AH. 
KARIE . 
(7.29) h.n) = f (7), n5 M, 
Eq; cé FE, MEEN, EELE, A RE 
(7 30) ge) ee) n>, 


PC7 29 d (07.30) (i $08] lim g, 6e) = f (2). 
R BASSES ARARUNA RME, E 


AL P 


f) = lafale) NE 
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几乎 处 处 有 限 , 则 上 是 一 到 可 测 函 数 。 

通常 (也 是 非常 有 用 的 ) 要 将 积分 推广 到 非 负 可 浏 函数 卫士 。 
对 这 种 函数 而 言 ;只 有 当 它 的 值 吓 < 常常 很 大 ”时 才 不 可 积 . 了 
PE F, Am 分 成 六 + 0o, 

定义 ” 没 了 是 一 个 非 负 而 nit je SGAXX. EN f BEAD 
是 gf 的 可 积 函 数 g 的 积分 ~ aO 


2 fe Sup p le. 


要 注意 的 是 我 们 并 没有 对 一 ETIR RGE LHR, 我 们 所 
做 的 只 是 对 非 负 可 测 珊 数 而 已 (当然 ， 对 非 负 可 职 丙 数 也 可 以 )。 
我 们 剩 用 这 一 定义 ,立即 可 得 出 下 面 非常 重要 而 概括 的 结果 。 

定理 15 车子 是 一 个 复 值 函 数 , 在 上 几乎 处 处 有 定义 , 则 
下 列 | 陈述 等 价 ， | 

G) 了 是 可 积 的 。 

(Gp 了 是 可 浏 的 ,并 H [|f1< oe. 

(i) 存在 - -个 其 有 紧 支柱 的 连续 函数 序列 {j ,使 得 

^o imf,(a) = f (e), a.e. 


sup[1f, | « eO. 


WEB) RU Fatou 引 理 和 单调 收 化 定理 . 

定义 Mi 20 中 的 一 合子 集 ， 其 特征 冰 数 是 一 个 可 测 函 数 ， 
We gp F fes - A Rf iili f. 

O RER KAE, IED ERO ARATA ANN £r A R 
AeSTEIEETORERE R 0 

d) SATR, RORSUT, SNL RET i 
集 。 
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GD SETDA YERA "5 是 可 测 集 . 

Gi) AAO) 是 一 列 可 测 集 ， 则 其 并 LIS. 以 及 交 (Q8, 都 是 
WWR. 

(v) 每 一 个 紧 集 都 是 可 测 集 。 

O 每 一 个 零 测度 集 是 可 测 集 。 

TURRE iA RE RATE RRETH, 
而 每 一 个 图 集 都 是 一 列 增 加 的 紧 集 的 并 集 ， 所 以 每 一 个 闭 集 是 可 
测 的 。 而 每 一 个 开 集 也 是 这 样 的 交集， 所 以 每 一 个 开 集 也 是 可 出 
的 。 当 然 , 我 们 也 可 以 从 开 集 的 余 集 是 半 集 这 一 事实 看 出 来 .所 以 ， 
可 泥 集 类 包含 了 所 有 闭 集 《和 六 有 开 集 )， 以 及 由 这 些 集 经 过 可 
列 次 并 ， 交 ， 余 等 运算 所 产生 的 任何 集 。 此 外 ， 还 要 加 上 所 有 鹤 . 
测度 集 , 以 及 由 闭 集 或 零 测 度 集 之 并 , 交 ， 祭 所 产生 的 集 。 再 连 回 
下 而 的 例子 ,这 就 是 我 们 所 要 说 的 一 切 了 。 

例 4 设 口 是 一 个 开 集 。 我 们 讨论 一 下 如 何 计算 它 的 测度 
mU). 普 先 从 图 27 的 网 眼 为 的 网 格 开始 。 确切 地 说 ,将 每 一 
^r 855551 2r HORROR EBUSE IIR jp n1), n0, 土 1, 土 2， 
土 3,… 它 们 把 R UK HRGG FR A AUTRERURE 06 372] 4. NEN m QU) 
的 第 一 次 近似 值 ,我 们 玫 

$0, 


2886 Ba, Bo, 都 是 那 种 《由 哆 格 组 成 的 ) 立 方 体 ， 它 们 的 闭 包 在 
U 内 ,这 种 立方 体 可 能 一 个 也 没有 , 也 可 能 是 有 限 多 个 或 者 无 陆 钨 
个 。 令 五! ERSA B, ZKO., WHR, Ki 也 是 这 些 
立方 体 ,之 闲 包 的 并 ,这 是 因为 它们 都 有 国定 的 大 小 ， 所 以 从 不 
局 的 立方 体内 取出 的 点 组 成 的 序列 是 不 收 敏 的 。 册 于 
(PEK, = LJB,, 

我 们 有 
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2n (B,) &m(K ,) «ZmG,) - Zim) , 
新 以 
mOG) = Xm (2. 
现在 , KEHEE SMARU - X. EX, xu, HHA 
88-2, 09 FEM, AETHER PARE KCU -E EE PR Co 
Eu» UKAZA: 立方 体 序列 之 并 ， Rep ied pon D, 
MEME DER ER U-E Ri ERK ATER A 1 PELEN 
LC AEHTY Jis HORAE 
U = LJE,, 
HR K, Ka, Ka, BE BIPER Deu pid. HAA K, 是 一 
HIPOLIT ARRE, HWRE m (OX. BAR iG JPUWdXic— 
i, Uo BT ELA X6 ES JR. og dE Pg QU) Cu 
316). PURA T, RIRE HU SR —5| 80438389 
SO EC. -ARER 8937: (FEE A RU PET XU 3E XP. XX A 
AREA oH. 
Ex zS uu gus. S 3180 5 R E PS CR PHA; 
m(S) = f i. 
qum Sm T mug 
{i) Oxm(S)x co, 
i) 3; $cT,N|m(S)«m(T). 
Gii m(SUuT7T)smS)-mOD, 4 SnT-gBN, vM 
As 
证 盟 ” (和 (i 让) 立即 可 得 。 注 意 到 
| keur Ss + br, 


e 397 。 


3r ELS SGT Qux P 等 式 成 立 pa ,这样 f f, 
定理 16 QS i- A E, Jed 
S zLJS,,. 


Wg S uec erm, 3E B. 
( 《测度 的 连续 性》 车 SCSsC5C…s 删 
mS) = limm(5,), 


i) (测度 的 "Ug d 5,08,-0,4j, W 
m(S)- Sm (8,), 


证 明和 1) 三 等 价 的 。 这 是 因为 如 果 有 8 A pil 

(8,) 之 并 ,我们 也 在 
S= 8S,U (Ss~ SOUS - S Us 
这 样 就 可 以 应 用 引 理 中 的 Qi), ERI TE 
l m(S,) = mS, 2) + mS, -Dn-1)。 
^T BR), HER, S, SEARG K 
| b ES k, Tuere 
limk, (Gr)zk(r),. ` 


; 
"Un. 


litas Sa e indi 
vade CAR) 


TR BDRONBEROS. "OEPQ Se D i ea AT k 是 可 "Puig Ht 
TA gf io RS, BU 
(CEREN. ur oni P s dim m (,), 


Agi - 人 tik Roo, ERA n, m E )I-mOS,,. Mb nS) 
4 co, CP ECT 31) og sr. I E A 

aN RETIER T EHE EK 之 后 ， Seded TEKI n 
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JE GG MSE RESO yai. SETA ASH BEC pU HN. mios) 
REIA. HRE Xx. RIAA 5 HE S ut E RH 
Alii mun. 
(i 全 是 一 个 零 测 度 集 当 且 仅 当 上 总 是 可 测 的 ,并 有 ztS) - t 
这 一 结论 由 
d ks=0 


Up ELDUM ks EPRE Ko RIA. 

GD A BEAT, i mB) e 个 天 维 体 积 ， 在 前 醒 
RELS EJ mB), gp 7.3 35052) 88 4, 5 $16, 

定理 17 PS An E, 则 

m = inf tU) U Jp 集 , IcU}, 

TAI me (8) = ma 08, 

证 明 prze E COBDU (ESI nro Es T, an) smt CD), 38509 
AE— UNE CA TG 5 TUM, uibs 

ms m. 


S, EnC) = oc, MAEA SERU, Em) = 
se, WIPER va (8) = co, WAA [EE y EIER R. 
PESO «oo, XR Es 28 fiti CLR 62 0, HELS 
入 系 ， 我 们 能 舰 吕 到 一 个 开 集 丰 和 一 个 实 值 函数 J € CLOS, dl 
得 | 
(a) m*CF) <e, Pi m(W)<E, 
(b) {fCGe) -betit)| ceré, 
$V- w; f(e) >l- e, AN (b) RRRA 
ke I .uec S-—J»zcV, 
zh ENS. Ye ll, 
EU 


ScVuUuW,. * 
Wo UW,. 
HECERA RIY 
m(P3 sm(8) AWER) e, 
d AXI TU-VUW,WUX-—^- «81:8 AE 
mU) sm) * m ) 
«m(S) +2e, 
这 就 给 由 了 定 现 的 第 - -个 斯 言 。 
ACH OS) =m*(8), 只 要 注意 到 (全 DARU 
是 一 列 立 方 体 U, 23, BEL 


m(U) = SiB,). 


URB 


ESCU, W 
(00 m*(S)«SmO,) =U), 
XUERATREBIACICHSE RUR m(D) 的 下 确 界 ， 便 得 到 m*(S) =: 
m), 
X GS R— AREAS, HU 
in(S) «suptn(K), K PER KES. 
7 将 定理 应 用 于 E-S, 即 得 . 
JUPE RITENA a GE UE IP IACTA LE 
VUE REA EH: B" EWEIN BUA fih dE 
Fourier BURRE -BUTUBONGIECO AR SEIEE? HETA Gk hp 
C-s 3 ) PEAR, RITARIT R ENPU o BE Y ux 
定理 。 fij: a. E TRU TEKH Le BEBO f 
GDlae 


VC EUR di S RES dee, 就 产生 [eu b] 上 Lebesgo Airis 


数 空间 。 沦 运 的 是 ， 我 们 所 掌握 的 B* 上 积分 的 理论 ， 没 有 一 个 
会 使 我 们 名 到 困难 ， 我 们 所 要 做 的 一 切 不 过 是 将 CR*) 中 的 函数 
限制 在 某 个 子 集 上 ,在 把 这 个 子 集 外 发 生 的 事情 都 统统 访 挥 。 

EL GS R*a—^upsBD T4, ERE 上 的 可 积 函 数 ， 
GA fan Sm. fies 土 的 积分 定义 为 


[5- fur. 


dE UE EL LS RUIN] — Pe BAR Sr DERI ECT 
TUE: 
Ci) XS dV TARTE EAE GO TNR, BU 


jos f= I S i. 


Gi) 3i m(S)=0, 则 


ELS 


Gi) 3 f Hoppe, M 
m(S)inff «[ f «mtS)supf. 
XX ROER SA BITS f MERE RU P 
(a) fdES LJUPAERUI SE Y 
(b) ZER PIRRE IIT d euo Ye POUR RUXU UA » BRE 
lim, (c) =F ODES 内 几乎 处 处 成 立 。 » 
就 称 f 是 S 上 的 可 测 函 数 。 
又 如 时 不 但 满足 (a)，(b), 还 满足 
(e) BARAS 1 了 ,| 有 界 ， 
再 称 了 是 8 上 的 一 个 可 积 秀 数 ， 
HE BSES LIPAR ERAEN, FABE 


述 等 价 
“人 


" O 了 是 S 上 的 可 出 (冲积 ) 通 数 。 

Gi) 存在 R* 5 SERI CAEBO RUN g, 使 得 9 在 S LAS RUM 
Æ f, Bx Wee S, g(s) = f (a). 

(ii) p 

[S E8 E. 

| !0, TES Shs 
ER REWNECHEDISN. | 

证 明 [E 

我 们 用 这 个 简单 的 定型 起 半 之 后 ， 就 可 以 获得 8 上 关于 可 测 
BOXORIRER IRA EUR CU. HARRIN IOL S 上 所 有 
可 积 商 数组 成 的 空间 , A FLA di dt 


fhe f Fh 


Toy Y 4 EO CEEC Verb URO S. Eagle dd, 并 县 在 L 
范 数 上 是 完备 的 。 记 有 这 些 都 是 因为 208) A (BERENE) 
JA (R* p -f-35 d], "CC ACER Rt n a e, ea ct S. 外 部 是 0。 
当然 ,我 们 将 不 采取 记号 1 小 EN S 08 L 范 数 ,除非 在 课文 时 
可 以 明 蓝 地 乔 出 我 们 所 讨论 的 函数 者 是 在 S 上 的 限制 . 

现在 我 们 关于 子 保 上 的 程 分 建立 一 个 非 平凡 的 结果 。 

定理 18 设 了 是 LupfinmE MAT 620, 存在 >0， 
使 得 

RARA 


对 每 一 个 m(5) <6 aT WRES mr. 
ER ”假设 这 一 结果 对 茶 D ERRE. 那么 ， 存 在 一 列 可 测 
R Sas 使 得 l 
Eak 


. 402.» 


J.. lfi>e, 


E, 三 U S,, 
E= MEZI 


HTE SEE D. NN AS EPE Ni ai 8 189 


f isim, ifie 


另 一 方面 , mOD =lim mOR). -0, EFA. 


证 册 


ALB. 


J S 


在 本 节 为 数 众多 的 习题 中 , 我 位 洗 它们 全 成 三 类 
A. TAAR 


1. 
2. 
` 3. 


Anis EROS Ios < 述 直接 得 出 第 391 页 中 的 论 吉 Q- (v) 
WERE4g — E NOR ERI. 
25 f 是 一 ATATA, (o) JET RA TTRFURNUEP, 使 得 
gx ge gu 
lim g. (2) = pem 


limfos: ff. 
25 LO REENA c0, 则 
jesse fe 
若 了 是非 负 可 积 函 数 , 讨 论 077 
[1 f. 
RIRE- o EE, 那么 这 -一 积分 总 是 合理 的 。 GEm X 


rl. "T Ia Seca). 


设 由 是 - ye mU, Lik L (w) X ti- KARARRI. 


gi itk, xx Eoi JE fw JE BR. RES € L (vo) EX 
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ia s fifi w 
证 明 下 列 结果 : 
(b) 这 一 空间 是 完备 的 。 E 
7， 设 
f(z) =sin t, 0< [s]. 


了 在 [ 11] 上 可 积 叹 ? 
8、 设 了 是 RR 上 一 个 固定 的 实 信 可 积 阴 数 。 HEATA S, 定义 


FO =f, f 
设 
b =p F (S). 
是 再 存在 一 个 可 测 集 3, 使 等 
F(S) -& 


LESET EE 
9. R K REB OSIS! 的 所 有 可 测 获 数组 成 的 集 ,证明 
(a) 大 是 一 个 吓 集 
(b 了 是 站 的 被 值 点 当 卫 仅 当 闻 是 某 个 可 测 集 的 特征 函数 。 
10. 车 了 RE LATINY, g 是 实 直线 上 的 连续 西数 , 则 复合 函 
数 gef IER. 
11。 和 若 # 是 中 上 的 连续 函数 ， g 是 R 上 的 可 测 函 数 ， 又 车 对 每 -- 个 
等 测 集 EC 六 0 f CE) sputo, 则 复合 函数 o» f 是 可 测 的 。 
*12. 定义 区 间 [0, 11 上 的 函数 了 如 下 ;车 


z= Zo a, —- 0, 1, 
它 是 工 的 二 进 制 展 无 , 定义 
| FE) = È «3. 


(a) WEBA f 在 [0, 1 上 几乎 处 处 有 定义 ,并 且 了 是 [0,1] ERTAK 
3. i 
(b) 证 明了 将 [0, RRA Cantor 点 集 。 
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Te 


(c) i 9 Cantor 5 f: ERSE, go f 是 未 是 - -个 可 测 函 数 ? 

B. ITAR 

13. yE SC REET, HEARS R-S iunt, 

14, JESSE AP M: m UA lS, ate vrai Ge, 

15. 3 是 可 测 焦 ,ma(S) >0， 则 存在 一 点 zE 5，` 使 得 对 x 的 每 一 个 
BRN Y XU ns) 0. 

16. (测度 的 平移 不 变性) 车 S 是 一 个 可 测 集 , 则 S EE 

y+S={y+r rES } 

EW, 2E H. m(g 4 S) = m(S). 

IT. Zi Big R* p MER, mA -可 测 的 ) m(B) BIRATE EE 


径 ， 
18. ik 0 Je — p Oc c2s. RASE RRUAR, S, 558 
IVO AEREE, DIU S SEO RONDE P RU, 这 些 三 


角形 可 以 在 R? AERE GTA E, LORI R B UBI So. HEUTE 
R? 上 的 Lebesgue 3E FUE HEREIN, 

19. EARNER EEA S RT EESTI SS, 其 代数 和 
ST -iz-yre€S,yeceT) 
deum, 

20. iE LEE DIES, Wm) -0. penna EA A E 
$ü--AORERR)ZESUE-e RM Ti ?EXDUIPS. 

21. munito 下 内 的 一 个 可 测 子 华 3， 使 得 在 1 1] RE EXTR] 
Pu, S rc iod e E PUE, m, 3 Osca«s bec, Dy 

Q-z mS n (a, b)) «z5— a, 
22. 不 存在 [0, 1 内 的 :人 可 测 子 集 S, 使 得 对 每 一 个 子 区 闻 Co, b) 


m(SN (a, b)) -二 (b- ~a). 
23. fE RF JSk. EA f Ty BO SER $E 
R ! ptr RES, 


*24. puc T Ts 3 间 , mS) 7-0, ES = RE, 
25. SRAT E 363 f ES S Bo, M 


m(S) inff <f «mGS)sup f. 
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26. (GEN) S, 定 勾 它 的 内 测度 为 . 
Ma (S) =supitm( K); KIRE, KC. — 

uEBH S Eo HI m* (S) = mQ QS). 

201. REKTE y usu 

G) SE RE RHES p. 

G) 若 Sey, MRE R=-SE7. ~ 

(ui) HSR ES REEF A Sa EE S 内 
就 称 Y 是 一 个 o-n. HA FARR 

(a) “任意 个 o- 代 数 的 交 仍 为 aei 

(b) Æ RE 由 任意 给 定 一 个 集 族 , TEE EAR VERIS RU o- IE 
( 称 它 是 由 该 族 成 尘 的 o- 代 数 )。 

(c) A R* AATRE -RA RE ARTEA RD EER 
的 0- 代数 是 相同 的 ，( 这 个 0- 代数 称 汐 RX 内 的 Borel 族 ) 

(d) 及 出 的 集 S 是 可 测 的 当 且 仅 当 它 和 某 个 Borel 集 仅 相 薄 一 个 安 
Ai E fi, i 
28，《 在 刚体 运动 下 测度 的 不 变性 ) A S RE RAN, 证 


m(S) = inf zx m(B,), 

其 中 下 确 界 是 对 S 的 由 可 列 个 开 球 所 组 成 的 所 有 开 和 覆盖 而 取 的 ， 再 利用 习 
E 17 多 结论 证 关 RE 上 的 Lebesgue WEENIE FEREN. 

29. (Caratheodory) R mgri s Rumi Bu 

m* (E) = m* (En S) + m*(EN (RK — $)) 

对 每 一个 BC RE 成立 。 

C. 葡 单 函数 和 Lebesgue pf 

30. if vp dk, KR E EST ESRB] ORK) 是 可 测 
f. XOU ENH, SHU) EBRAR? GGG MERIGA 


的 ) 
31 设 E, Es, ts Ey 都 是 可 测 集 ， Qi, 02, 3 Gy 知 是 常数 ， 形 如 


N 
$= > hs. 
BOE 3S E; 7o RÉ RRER IR. 1 15 Dd, 简单 通 数 是 可 测 集 的 特征 茵 数 的 线性 组 合 。 
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ds 
(2) 所 有 简单 函数 组 成 (有 界 ) 可 测 函 数 的 一 个 线性 子 空间 。 

D 若是 有 办 可 测 西 数 , 则 了 可 以 被 简单 函数 一 致 再 近 ( 对 (b) ER: 
在 不 面 二 取 ' 一 个 含有 了 的 象 的 正方 形 , 将 它 划分 为 许多 小 的 正方 形 , 并 设 En 
EUNE JEE f TRNAS). 

32. f ÆR, e>0, 则 存在 一 个 简单 函数 5, 使 得 

[EFE 

33. BÆRE HLEA RAA. NERA SNR, 
$% : 

l E= 42; f (x) >t} | 
SERIJ. UEA 了 是 可 测 剖 数 (提示 :对 不 同 的 利用 E, 的 余 集 , 交集 等 等 
HEUS Hi f (2) 1), (ac / (1))0) 等 等 部 是 可 测 的 ， 青 用 简单 菠 数 通 
at f). 

34. (Lebesgue 的 阶梯 ) 设 了 是 -个 非 让 可 积 函 数 , 又 设 

En = | z0cf()«1 L 


Ensa zioa}. 
4 
$1 -0- a5) a (Eu), 


现在 把 区 同 [0, DARAT g) [i y) e [I] 2) 
Em …, En REITE J THRE. $ | 
S, - O- n (Eu) (Ea) e p(BEn), 
现在 ,再 次 把 区 间 {0，3) 分 成 24 个 子 区 则 , 作出 5,, 这 样 继续 下 去 , 证 明 
mee [edes 


(可 以 面 出 图 形 米 了 解 这 一 过 程 是 怎样 进行 的 。 并 证 明 我 们 天 利用 的 对 实 齐 
载 所 作 的 特殊 的 划分 ,可 以 更 换 为 其 他 的 划分 。) 

D. 一 个 不 可 济 售 

35. 实 直 线 上 的 Lebesgue 测度 可 以 导出 单位 回忆 C E 3E foU RE C 
4x). EEI 
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(e; 0,00.) 
HIRE 0,—0,. 对 圆周 上 的 子 集 ， 总 可 以 作出 由 豆 列 个 图 弧 组 成 的 村 部， 
求 出 这 些 图 弧 长 度 之 和 , 并 取 其 下 确 界 (对 所 有 这 种 覆盖 而 取 的 )， 就 是 这 一 
子 集 的 外 涅 度 帝 如同 直线 上 的 Lebesgue 测度 具有 平移 不 变性 那样 ， 贺 同上 
的 测度 具有 旋转 不 变 任 , P 
m(e**S) = m(S), 

设 G 是 由 所 有 点 e™(n=0, cl, +2, …) 所 组 成 的 集 ， 因 为 当 m 和 是 
不 训 向 的 整数 时 不 可 能 有 e" = 二 ,所 以 这 些 点 ee 都 是 不 同 的 。 考点 G 的 各 
Reset 

g'?G = (e**?snz0, tl, x2, 
(a) HEH] e G - eG X p fy s ee eG, "à 3S HAM-yen 
+ 28z， 这 里 mn 和 k 都 是 整数 。 

(b) 证 明 G 有 不 可 绚 个 不 同 的 旋转 。 

(c) 名 所 选择 公理 (HID EG -AARE RE AAR 
-AE S, SERE eS 是 沁 两 不 相交 的 , HERMENN: 

LJe"S = C, 

(d) (OE SA ERU. (更 未 :由 旋转 不 变性 ,不 同 的 e"3 

都 有 相 占 的 测度 ) 。 


7.8 Fubini 定理 


-现在 我 相 讨 论 数 尘 分 析 中 尖 常 重要 的 一 不 定理 ， 它 是 前 面 已 
经 讨 伦 过 的 定形 卫 交 和 分 可 以 化 为 DER] ESUUCBLZRBU dn P7. Hier 
我 们 可 以 每 次 对 -个 变量 积分 ; 

FÉ es ado dy PA fes om 
在 第 4 Xv, GUHIEMERXIRUE ERI ESEHUECUESE:bPix- Ub. xi 
BK d een HERAA Xx — 2516 —— BI Fubini 定 更 一 一 证 
B] X RERE, BEER IEA MEN, 因为 它 是 一 个 极其 有 
用 的 技术 工具 。 | 

RUD ADOBE EGER EXE GEI IG AE Aene 
s LOR- o. 


定理 19 Gf gb RUU pi Ad CIERRE E GR CL M 
à) xg ee R5, ii Pons ) RR 上 的 有 紧 文 往 的 轿 
REK. | 
GD 出 
gi) -| fs) 
PLNE 9 是 BE* DORÉ KENE HR C. 


(iii) ] ure] ous 
证 明 BAG Hj hr US, YE Bh. f= - 0, TAE m 
定理 10 即 得 证 明 


为 了 给 出 Fubini EM, 我 们 将 采取 不 辣 于 通常 向 叙述 江 式 ， 
我 们 首先 给 出 结论 , 然后 给 出 作为 证 明 核 心 的 三 个 引 理 . 
定理 20 (Fubini 定理 ) AJR Eug a petes cs N 
O XDLFUf 8x c4 ,v fo, E RU piyuppUS Er. 
Gi) WILY ER, 由 o | 
gi) =| Fæ) 
定义 的 函数 9 是 R5 Lats BU, 
E 9- - f. 
注意 到 其 困难 在 于 ， HJ EE A, mx ee A 
Fie, QER 上 是 有 定义 的 , 它 在 9 的 值 是 lz, e). (tuom f d 
《仅仅 是 ) 可 积 的 ,那么 就 会 存在 许多 这 样 蕉 点 ,使 得 f 在 这 些 点 上 . 
没有 定义 ,这 样 我 们 就 必须 证 明 对 RK 中 几乎 所 有 的 x， 了 tx, 急 在 
几乎 让 有 的 YE 如 AEL TE, RILAT E R, RP AR 
pau uS Bu x. 
EI ESER PE WER, per JLSP Bp xc RS, 
» 490. 


RH 
S, = tyr RS (2, y) €S) 
是 五 : 的 零 测 度 集 。 

证 明 因为 %(S) =0, 定理 2 告诉 我 们 , 存在 一 列 BC! 上 的 
有 紧 支 柱 的 实 值 连续 函数 {fn}, 使 得 m 

(i) fifixmfme 

ap supra [r. am. 

(iii) 对 每 一 点 (z， y) € S, limf,(z, y) = Fe 
Apfj—4c€RÉ, (f (m, E CRU AREA. 558 FEA 
HRO Se 上 每 一 点 9 的 值 是 发 散 的 。 从 而 (定理 2) 如 果 我 们 能 
够 证 明 对 几乎 所 有 的 

limf f.G, 9s 55; 
我 们 就 证 明了 引 理 。 为 此 , 设 
gG)-[ fim D. n=l, 2, 3, = 

仿照 定理 19 EU, 

fa gn = f f» 
" S m | 

limf 2, =limf ， fa «eo, | 
而 {9,} 是 一 个 增加 的 序列 , 这 表明 
lim g,(z) < co, a.e. 

引 理 证 毕 。 | | 

3382 FASLI EL 内 的 一 个 单调 增加 函数 序 
列 , 并 且 Fubini 定理 满足 , 又 车 极限 函数 
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7 了 = limf, 

可 积 , 则 Fubini 定理 对 了 也 成 立 。 

证 明 我们 首先 将 引 理工 应 所 到 由 这 各 点 (z aD. 所 组 成 的 集 
合 上 去 ,在 这 些 点 (oz y) E fao, y) 不 收敛 于 Fri. RARE 
存在 一 个 有 堆 测 度 集 ECL BA, QUEE e E, 则 对 几乎 所 有 的 yeR', 
Fales y) SUP fn y), REL Fubini MG), XP fs 
都 有 一 个 图 湖 法 亿 ECR 和 它 相 联系 ;车 EZ HJ fum, AE 
R 上 上 的 可 积 是 数 。 并 集 
EU E UJRBU-- 
EERME OR BEA ILEA vc RS, RNE 

(a) 对 几乎 所 有 的 gE BB', lim f.(z, y) =F r 9). 

(bb HAm fi E Rr 上 的 一 个 可 积 沙 数 ， 
对 这 样 的 xz, 序列 


eG = fiin, +) 
( 它 是 有 定义 的 ,并 且 ) 是 一 个 增加 序列 。 由 于 Fubint 定理 对 每 个 
f. 成 立 ,每 个 gs 是 在 LICBK) 内 以 及 
a n= es 
所 以 
lim( .9, =lim| fa<, 


B2 1942 E T JG LE 5j, 由 单 NOD (AXDJLOE CE (S Ed 7 
(c) lim ga (s) < oo, 
4; ee RS WA a) Cb) 和 (ec)， 那 么 单调 收 敏 定理 保证 全 
和 (zy 是 一 个 可 积 函 数 , 并 且 
. 411 - 


[fs dim [rum e) 
= jin g (e). 


我 们 知道 它 是 一 个 Tre RA, RIEA 
Gr) «Jim g,(z), 
t 


那么 
| ies RE In 
=lim| Aef f. 
zd JRE: 
引 理 3 Vubini jg gxHg d UG YOKE A AT N RC 
成 立 ， 


uH RSEN G AI Ol, MES Bux. Ug 
存在 OREH yp RER CF.) JUS eb Ab esM Cp S a RAJA digg 
定 访 的 界 也 是 二 3EECH — ARE A TS, ERRA f.p 
0. 我们 知道 对 每 个 f Fubini 定理 是 成 立 的 ，Fubini 定 更 对 下 
成 立 的 证 朋 实 际 上 与 引 理 2 的 证 明 相 同 ， 只 不 过 要 把 证 明 中 应 用 
引 理 1 各 单 润 政 化 定 理 改 为 应 用 引 理 1 和 有 界 收 化 定理 而 已 
Fubini FELIE. BA, 44g Fubini gH vg IPLE 
数 族 是 瑟 (R 人 的 -个 线 性 子 空 间 。 因此 ,只 要 对 非 负 函数 给 出 
证 明 就 可 以 了 。 兴 了 是 o dL 
三 (FAnn) Eg, 
其 中 KEICE.CKEc- HEEE T RH hir 有 的 
Ki 5pm 3 v 告诉 我 们 , Sabini 定理 对 每 个 fa 成 立 , 又 因为 
fafs fis 
在 了 (mm 有 有 定义 的 那些 5 ky limfal(e) = f (2), 


8[98 2 说明, Fubini 定理 对 于 成立 
X D SJRR'U 的 一 个 可 测 子 集 , 则 对 几乎 所 有 的 zE Rt, 
- 412. 


gu 
S,- (y€ R5 (z, y) ES} 
是 R' 的 一 个 可 测 子 集 , 并且 | 
m) = f. m dz, 

证 明 只 要 把 Fubini EAER T S iicet YO GTOLT, 

系 设 S 是 RK 的 一 个 可 测 子 集 , 了 T 是 R 的 一 个 可 测 子 集 ,出 
ERS x T JER'* 的 一 个 可 测 子 集 ,并 且 m(Sx2) mS) (T). 

证 明 ”一旦 我 们 证 明了 SX T 是 可 测 的 ,那么 公式 MST) 
= mm(S)m(2Z) 由 上 面 的 系 立即 得 当 。 我 们 把 8x 作 是 可 测 的 证 明 


留 作 习题 ， 
TES Pc Hi rj ERATIS AEST C 


[feas [. r6. 


xA fW BF 上 的 Lebesgue 和 分。 事实 上 ,我 们 在 引 理 1 
中 已 经 这 祥 做 过 。 这 一 记号 特别 有 利于 表示 Fubini 的 结果 


(7.32) | fjr, wayldz= [j ca, y)dz dy. 


在 后 一 个 积分 中 我 们 写 出 dx dy KARA d(z, y), 这 一 记号 在 
Iubini 定理 的 证 明 中 是 避免 级 ,所 以 我 们 必须 仔细 的 想 一 披 综 个 
ig Bi decis f Au. 

对 于 积分 的 顺序 , 这 里 有 两 点 说 明 , 首先 ，(7 .32) 中 的 顺序 总 
TERAN CRER, RAAI UAR e RERE EH yR 
积 .其 次 , 记 住 Fubini 定理 的 成 立 依赖 王 了 在 本 4 二 的 可 积 性 极 
其 重要 。 如 果 了 仪 仅 是 可 测 , 两 个 逐次 积分 可 能 在 在 但 未 必 相 等 。 
然而 可 过 的 是 , 当 子 是 非 负 可 油 阔 数 时 却 不 会 发 止 这 样 的 事 . HE 
关 主 负 函 数 的 结果 是 一 个 很 有 用 的 工具 , 用 来 检验 函数 在 H8! 1s 

- 和 3 。 


的 可 积 性 , RO 是 出 B* 上 的 函数 和 BR! 上 的 函数 记 构 成 的 。 
定理 21 (Fubini) SERE 上 的 一 个 非 负 可 测 函 数 , HU 
GD 对 几乎 所 有 的 me RE, 函数 f (n, JE RTI US, 
GD mA 
gia) =| fe. 小， 
如 果 我 们 允许 + co 是 它 的 值 ,那么 它 是 B* 上 的 可 测 函 数 。 


E ro 


| RES . 

证 明 为 什么 在 GD) 中 我 们 要 说 “如 果 人 允许 + o JE E 85 fü" 

呢 ? 当然 ,最 起 码 我 们 是 指 : 由 于 没有 假定 可 积 ， 因 此 在 不 多 的 
几 个 zx 上 上 ,我 们 可 能 有 


IN [6 2) Pme 


但 我 们 所 指 的 比 这 更 多 一 些 ， 我 们 责 说 的 是 函数 9 是 这 样 的 一 个 
EA, CE Br 上 几乎 处 处 有 定义 ， 它 贞 射 到 扩充 了 的 非 儿 实数 系 
里 去 , 并 且 在 下 面 的 意义 下 它 是 可 测 的 : EXC PROB CES dE 
负 连 续 函 数 , 几乎 处 处 点 态 收 敛 于 g， 对 于 这 样 一 个 函数 g, 其 堆 
斯 函数 gAn 在 还 常 章 义 下 是 可 测 的 ,并 且 单 调 增加 收敛 于 yw。 而 
单调 收 敏 定理 在 极 跟 是 无 限 的 情形 时 从 如 有 限 的 情形 一 样 , 历 以 
| 
ru p» [f = co。 
lim[7, - Cur 
这 样 ,在 这 个 拓 广 意义 下 , 定义 非 负 可 测 函 数 的 积分 就 不 会 困难 
了 。 对 这 些 拓 广 的 非 负 可 测 函 数 的 Fubini 定理 的 证 明 如 问 引 理 
2 的 证明, 表 训 二 将 我 们 已 知 的 Fubini sg zt jy Fj 37358; dj Ax 
- 4i4- 


(SAn) ane 
R 设 /是 如 … 上 的 可 测 画 数 ， 若 两 个 逐次 积分 


Hfi, y) 'dy pir, 
| {jis (£, y) |dz]ay, 
中 有 一 个 是 有 限 的 , 则 《它们 都 是 有 慑 的 ， 以 及 )f A48 BUR 
数 。 
证 明 HF Fubini 定理 对 | f [i vns BD Ei VEA BURG 
于 


fif, y) [dx dy, 


这 样 便 得 到 子 的 可 积 性 ,并 且 另 一 个 逐次 积分 出 是 有 限 的 。 
例 5 设 f 和 g 痢 是 BK ENEA S (fF, 9) 机 联系 的 
AER RER”, WAS A g KRR. 


(Fag) (E) = [F-a 


右 端 积分 是 否 有 意义 并 不 是 明显 的 。 毕 竞 ， 趾 个 可 积 示 数 的 到 积 
(虽然 可 测 ) 求 必 可 积 。 但 我 们 能 够 利用 第 二 个 Fubini 定理 来 证 
明 : £558 39 f fl g. 对 几乎 所 有 的 r, WM um ACA 是 2 的 一 
^4 n £u. 

首先 注意 到 , 对 任何 给 定 的 f. 函数 

fo, y) = F(s-n 

A o P y WTA A, BD. IE RX R^ LEQUDWÜGSE. uEH m 
To WO IEAA, CILT SSKA f. RE 
BDf.deRUXORS bOUSEG4BbARSCEgEMUCE fe HE Je RE Usi h 
Jf) 不 收 襄 于 Se) o ARE, AR 
(7.33) {s y); z- € E) 


» 4d15 。 


E, fale, DA CECTP Jio- 3). Slbrosi. Tune RH 
任意 一 个 零 测度 集 , 则 (7.33) 是 RX = RE x RF 的 零 测度 集 ， 我 们 
PME EIS. BURGESDT Xx-o HS RERET fins 
A up S BSEC, DD, Y Gr - y) d ORI y wf de ER XC. 

现在 ,给 定 LOO rp f Mg, 我 们 知道 

hle, y) = fc sg) 

ERK ORNER. 我 们 再 利用 定理 21 来 检验 它 的 可 积 性 ， 
AKRE (e, y) |, 先 对 < 然后 对 于 


[ ihe, v) lar= [fern ian de 
= lg(%) fw ida, 
显然 ， 
| fide Fife en 
此 即 ,平移 -yy 并 不 影响 LI RO. (为 什么 ?因为 对 具有 紧 支 柱 的 
连续 丙 数 这 是 显然 的 。) 于 是 
ae v) lde dy = M [lo au = Vot, 


IRRE LEL ROA TAS = Tri 
现在 ,我 们 可 以 利用 Fubini 定理 《定理 20) 得 到 ;, 对 几乎 所 有 
pJ, NI f(o-309 003 T y 是 可 积 的 ， 函数 


(frg) (a) = (F (o a Gody 
n ry 由 的 一 全 可 积 函 数 , 并且 
[| (Fsg) G)dz = [f (4-9{y) adr dy 


D - 


XX 
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Tap, 我 们 知道 

fxglis" f "fgl 

ZI 上 的 卷 积 算 子 ， E 
Cf, g)—2 ^9, 

它 在 Fourier 级 数 和 Kourier 积 分 的 理论 中 起 着 中 心 的 作用 ,在 这 
里 ,我 们 希望 强调 指出 的 是 如 休 应 用 第 二 个 Fubini 定理 ， 通 过 先 
对 vw 然后 区 对 9 的 逐次 型 分 就 清楚 地 给 出 了 了 (Xz 一 拉 D9) 在 RR 
上 的 可 积 性 。 王 是， 虽然 冲 完 并 不 清楚 是 不 是 存在 一 点 %， 使 得 
Fe- XT y ATR, [UE ARERR DS JU UAR) x 
这 是 成 立 的 。 


3 HH 

l. iSt RF 内 的 零 测度 集 ,了 是 R' 内 的 有 界 子 集 。 证 明寺 积 S XT 
是 RE 内 的 零 测度 做 。 | 

2. 利用 习题 工 的 结果 证明: 涛 3 和 了 分 别 是 RE 和 R'UQESPOR, in 
果 S 和 了 中 有 一 个 是 零 测度 集 , 则 Sx 了 REMEE. 

3. 设 了 是 R p -个 固定 的 子 集 ， 又 设 Yr 是 由 R* pE F R 
的 所 有 子 集 8 组 成 的 族 :S xT 是 RE MARTE IR. und 

(à) yr 包含 5 中 每 一 个 零 测度 集 ， 

(b) di Se. Mt RES WRF Sr 

() THSARs AM ARA M S BEF ves 注意 , (b) 和 (ce) 
KA od TAZ TEERAA. 

4. 证明, ASE RE 内 任何 -- 个 可 测 集 , 则 存在 具有 下 列 性 质 的 集 S 

(a) Sc 

(b) S-[Y., 其 中 每 个 D 是 开 的 (因而 它 是 一 列 长 方 体 之 并 保 )。 

(c) m(Š-S)=0. 

5. RIMSJES 3 和 4 Mr RAER o BE R! 中 的 一 个 长 方 体 ,4 对 RE 


HiT S, Sx B je ORA pnm. 
6. 利用 习题 3 4 fn 5 HJEIRHET), qi Sc R* 的 可 测 子 集 ， 卫 时 RI 
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的 可 测 子 集 ， 则 Sx 人 是 六 < 的 可 测 子 集 BA EHRE Æ mST} 
-m(5)m(T)) 

7. 证 明 , 若 了 是 RE hU o 是 R TDR HA Qr, p) 
= 了 (rz)9() 是 RE 上 的 可 调 亢 数 。 (imu lé 2.) 

8. 由 了 你 是 否 看 出 有 一 个 简单 的 方法 来 证 时 两 个 可 测 集 之 直 积 是 也 
测 的 . $6 

9. xf RE 上 的 实 信 函数 , 风 了 的 图 分 是 RE DR SENN RE TI. 

10. 若是 RE 上 的 非 负 可 测 函 数 ,出 集 

S={(z, y)E RE; O<ysf (zr)} 

是 REN WTR, EB. 


n($) - [7. 
H. d 
fo um 
试问 f 在 [0, 1] x (0, 1] Ex tum Inf 
f y) no 
REHN? 
和 
zr tH TG 


在 立方 休 [0, 11x [9, 1] x [0, 1] r3] 81855 

13. 设 p(ni-.x)ESTIEBBEESUX. BE R^ 上 的 多 项 式 函数 ， 
KENE p AFAL: 

N = (re R^; p(zi, e, £a) 50), : 

证 明 除了 p =0 而 外 , 六 是 一 个 零 测 庶 集 。( 提 示 : 利 用 下 bbini 定理 并 关于 m 
用 归纳 法 ,) m 

lá. ZiLBJLOF Em kxbigpES. 

li. REE RX 的 下 测度 集 。 证明 集 

S-((z, y)E RY; (z-y) eEt 

x ANTARE (DR: nudius Sou ad 都 具有 零 测 
Ut. E IHG a-y = EUTDE(CU x= xA 洽 如 习题 那样 处 理 这 


16. igi DRE) EISZESTB-E I KER. 
{i) (frg) = f*(gsh), 
Gi) fra=gf. 
(iii) I*(ego kh) * e(f vg) + fek 
o v) rU Cv 本, 人 对 任何 gc LIRE), feto! r C3. 
17. 2 f ELRE), g% R* Ltd yer aui So IMAR 
~ (F#9) (1) = [f (@-u)alv)dy 
是 RE pink ska, 
18. AASA ITARTE EEE RE 内 的 可 测 人 如， 并 具有 正 的 测 
Be, 则 代数 差 集 
E-E-ix-yzeE,y€E) 


含有 一 个 非 空 开 集 。 
*19. 几乎 所 有 的 实 nx n 得 阵 有 一 个 洋 特 征 值 , 这 名 话 正确 吗 ? 


7.9 正 交 展开 


BEE R 的 一 个 园 定 的 可 测 子 集 ， 又 设 了 是 如 上 可 测 函 数 
JERL | f£ |? 4€ E u ER, SUR UBER EXC XE BL ERES OX PR TI 
积 空 间 (Hilbert 空间 )。 这 就 有 可 能 将 这 一 空间 一 一 我 们 记 它 为 
屯 ( 酝 一 一 中 的 每 个 琐 数 展开 为 相互 正 交 的 通 数 的 级 数 .这 种 展开 
可 以 有 多 种 方式 , 它 让 赖 于 所 给 的 正 交 函数 序列 ,而 这 些 正 交 函 数 
序列 在 数学 寺 都 特别 的 有 兴 十 。 这 一 节 打 算 对 这 个 重要 的 概念 
作 一 特 。 我 们 详细 讨论 的 正 交 系 就 是 实 直 线 内 子 集 召 = [m 7] 
上 的 函数 系 c9, n=0, €1, 2, …。 这 将 完成 对 Fourier 级 数 
一 般 情形 的 讨论 ， 

记号 设 Pp 足 一 人 EXM, ERR 的 可 调子 集 。 我 们 记 
L'OODRQME EBD WE 

(lf P< on 


的 可 漠 孙 数 了 诸 织 成 的 集 。 
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注意 ,如 果 9 是 九 上 的 一 个 非 负 可 测 函 数 , 并 且 0< p< oo, RE 
9' 一 定 也 是 吾 上 的 可 测 丽 数 ( 见 7.7 节 习题 10)， 于 是 LACE) 的 
定义 是 有 语义 的 。 在 p=1 时 , 它 就 是 我 们 曾经 定义 过 的 L'OR). 
约定 “如同 与 (至 ) 那 样 , 如 果 LACE) 中 的 两 个 函数 之 差 是 一 
个 零 函数 , 我们 就 认为 这 两 个 函数 是 同一 个 函数 。 
现在 , 我们 有 这 样 一 个 事实 :对 任何 p, lp co， L'UOX 
3L 
(7.34) (fi 
是 一 个 Banach ZH. RIEA- RENREN E 
的 事 。 | 
引 理 S M g 都 是 ICE) vb i RM MRES IRTEE), 
此 外 
E Uo - | fo 


是 如 (上 的 一 个 内 积 。 

Pu 内 积 所 要 求 的 性 质 是 ， 

(i) ef, + fz, ef, g» * Cf, 9) 

《ii) «g,fo-4f.g* 

ui) 4f,520,43«qf.5- 0, 则 f —- 0, 
在 第 6 章 中 ,我 们 看 到 任何 内 积 还 满足 Cauchy-Schwarz 不 等 En 

[Cf, DES fg D. | 

它 的 {标准 的 ) 证 明 如 下 ; 注意 到 对 任何 复数 。， 

Ox | f egit - Cf eg, f eg) 

z(f, f> +elg, Fo *c* Cf, go + lelg, 9). 
选取 “， 使 得 最 后 两 项 之 和 为 0， 
Kf, 9) tetg, 9) =0. 
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除去 9=0， 这 总 是 办 得 到 的 。( 若 9= 0， 我 们 要 证 明 的 不 等 式 是 
平凡 的 )。 将 此 ¢ 的 值 代入 不 等 式 
OIS egi 
就 得 到 Cauchy-Schwarz ^R 558. 
由 此 我 们 知道 在 L^ 09) e (67 1 UT 35) 8 b 68071 23 
HEA 


(7.36) | fzo [ee fir efigie 


BA, RPAH, Xf B Hog RA LELA Jap W Bg Xt ZH o (y 
PATZ (7. 36) A XE, 青 由 单调 收敛 定理 以 及 在 这 一 子 空 


tam 
(rina 
使 立即 得 到 ,对 所 有 f, ge OD, (Fo e 0D. 


kamper 一 个 砷 主要 之 点 训 是 ARAGI, Bi Li 


v. ns C 


kt Se J? = en =0, HFRMCZAEF RKATO, 所 
以 这 最 后 的 结论 是 合理 
定理 22 I^(E)jk—^-Hilbort ej], HI, 
完备 沁 太 积 空 间 ， 
ER 由 Cauchy-Sehwarz 不 等 式 和 
(fiz= (f, P2)? 
即 得 到 三 角 不 等 
IF glos Uis + igliz. 
P, 我 们 要 证 明 的 就 是 ( 王 , peil EA Banach p, H 
IRQEyi:p — A pex Cauchy 序列 ， 
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Elfa- forls= MK o, 
REWALA KA. WE gu fuo fuas (fo 0), BEBE ` 
È ola o M «o, 
我 们 要 证 明 的 是 级 数 
Si 
4e 20D) Vl c, 设 
À, - gil, 
dk h, € I(E), Osch cho cass, 并且 ( 由 三 角 不 等 式 ) 


hhg, 
qd 
Ox h x hae 
| Met 
.E 


p 1548 Gf CB St 33D) 


hla) = lim 1 (2) < oo, 4.0, 
."n 
A€I?(E), 
| pim| A! 
JE "n E 


在 任何 点 <， 当 有 (x) < oo 时 ,级 数 ES, G4 MR e, WERN 
设 ! | 


F (2) = X. G), a.o, 


"n 
Jut gi 


3-1 
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|J. | Au, 
我 们 看 到 feLO) mfi LAF FA fa RA R Mh, R 
们 有 | 
If = fn [22247 
lim f, (a) = f(z), a.0. 


L7 PEE Do d 
limf If- fa? =0, 


在 讨论 级 数 展开 的 相当 多 的 类 型 中 ， L 的 完备 性 是 很 有 用 
的 。 在 数学 和 物理 的 许多 重要 问题 中 ,我 们 会 遇见 将 如 中 的 函数 
展开 为 正 交 函 数 的 级 数 。 

XX BUE DIO) BIST AUTE, 如果 

(fa fe) =0, n K, 
我 们 就 称 它 为 正 交 序列 。 又 如 果 | 
1,n-K, 
lfa fR? = Ge = F nk. 
我 们 就 称 它 是 标准 正 交 序列 . 

如 果 我 们 有 一 个 正 交 序列 03, 并 且 每 个 f, 寺 0， 我 们 内 要 
把 每 个 Sa 用 它 的 范 数 除 ,就 可 以 把 这 一 正 交 序 列 变换 为 标注 正 交 
序列 、 于 是 ,这 两 个 概念 只 有 一 丝 儿 差别 。 我 们 可 以 这 样 认为 : 当 

我 们 讨论 正 交 序列 时 , 我 们 同样 认为 它 是 标准 化 的 , 故 每 一 个 这 种 
BURSE L | 

B6 —^ ECRERUIESERERLR a ICI E = [-z, x] 上 的 三 

角 函 数 给 出 的 ， 

$4 (2)2eU5 n=0, +1, +2, 
这 里 , BOBUREE (05 231 JUGE (E. RUE IRURE 1, —m 
WO — BET Qn) 
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Uo d OTOA 
/ BET Legonire ZER P, RELET T 
(i) Pan 是 一 个 7o e x O0, 1, P -e)a 
G) (PAKAL, 1] EG EZ]. 
由 这 些 条 件 可 以 确定 Pa (不 超过 一 个 常数 因子 ), 并 且 它 们 是 : 
okz) =1, 


P kz) = (2021)7 ae NT 


s 4 ig E ( 五 ) 内 一 个 线性 无 关 的 序列 ， 册 在 次 唯一 
的 正 次 序列 分店 ， 使 得 对 每 个 n, Fa J go 5, gà 的 线性 组 合 。 
证 明 FEKI? 可 以 个 接 一 个 的 构造 如 下 : 设 


Anf 
Mb ey fl EVE : 
faz- EN IP - Ras 


Hah 
nel 
À, = Ga x o foOolx. 


引 理 中 的 这 一 过 程 能 够 使 我 们 构造 员 非 常 多 的 正 交 序列 ， 饮 
如 ， 在 任何 有 界 集 妞 上， 我 们 可 以 将 这 一 过 程 应 用 到 多 项 式 函 数 
序列 1， sz 22，… 上 去 ,jegendre 多 项 式 就 是 在 B=[ 一 14， SEEN 
用 这 过程 的 Em. 

定理 23 AME IAE WIS — IE OESPERI, RUE RIBORAR 
4ft ida n xr Sls] pA or). 

G) X A€1! jEHXI— UI n fh, f -0, 3 A -0. 

Gi) ”对 每 个 了 ED， 
“i421. 


f =>xf, Fad fs | 
CIRC (i Z2 Mule a0, 
GD XHS— fel, 
LP Sig, f. 
证 明 WU ADT 正 艾 序列。 又 设 FIRE), A 
fg = <f, Fo 
(0. =g M Ck f rs 
v1 
主意 到 | 
Gu liz o €CkT y, f) 
AE Y CkCÉ x, ds 
Fl 


AUN 
fk, f? = Cf, 了 =ef, 
我们 有 


es f» = 2 ‘Cg I5 E 
由 正 交 关系 《ff,， fa? = Ox 答 易 求 得 


这 样 就 有 
if -9.1i- Cf — gns f ~— gy . 
= (f, f? E Cd», f? = <f, Ga? + (gn Fa? 


| -. f£) - 3a 
于 是 我 们 得 到 Bessel 不 等 式 ， 
$ jeri], 
MA] 


= 425. 


ek —- Cf, fo. 

因为 它 对 任何 ”成 立 , 所 以 
S dex [5] £13. 

Kl 
现在 ,我 们 可 以 验证 gay 是 22 (8) dij Cauchy 序列 ;. 
legali $ decl n>N, 


lim 2 ecl =9. 


N RN 
Ei I? EA. MU dE g € D 使 得 
limig— gnl:=0, 
ET | 
g-Mof, 
E Lopik, xc 
h=f-g, 
KE TER 4G AR E AEON: 
MBs Lf -gli Mif - eJ 
=I- Sec - Lf - toti 


类 似 地 对 所 有 "n， 有 
lh, fa) =0. 

所 有 这 些 对 任何 正 交 序 刘 都 是 成 立 的 。 现 在 ， 考 察 定理 中 所 - 
ORWIG), Gi), Gii). RO ÆR, XSA f EI, 对 应 
WhO, ERGDEW, WEA SEL 对 应 的 9 等 于 了 性 
Bi iit) ER HRE SEL (flem [gj。。 这 清楚 地 表示 ， 对 于 
FEICS ao 它们 都 是 等 价 的 性 质 。 

EM 29 告诉 我 们 什么 强 ?对 一 -个 正 交 序列 {f。)， 浊 嘛 在 二 中 
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RAM WER 0 和 每 个 MUSS a Fh 


完全 的 。 这 样 , 我 们 就 知道 , 洲 Afa L? pij 全 的 正 交 序 
列 , 那么 L 中 的 每 个 了 名 S5 ge NS JT 7 DEXON 


f -N UN PR 
CEL HK TAT f. BOUT eg UE 
Cn = e d 
=f ff. 
MAR fn pel t 8 E AE P3 RE fr 8E Ee, 系数 6, UE ME, xv A 
FJL GKE a, SEND “利用 坐标 来 计 Hi 
PEE SA e 
事实 上 , 若 
9= X5fo 
EU 
0 Sut. 
gus fam 
falz) me, n=0, €1, 32, + 
E L?[ 7 2, x] P3 JE 4 RJ K ERAKUN FEAR Weierstrassclit 
近 定 理 , OR 5TA 4 S3 ARA a JE[-—x, x] EREA 
dE, JEH. g(7 2) ga, bil 9 BESETH fh E 
| P(z)- » aye 
A -——n 
— EOGB X , fn HO 2E AX — uà. RAEL 3E EL ^ f$ Fourier 系数 
都 是 0, | 
| 人 
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Hi Weierstrass 38,8 CE fa ye £e 3 9 Hga) 2 900, S. 
jv =0. 


BURDA DA AORERE WREE, MARHE A AI HD USA e 
g, 43 


E =0, 
ASSUR 


g,——»h*, a,8. 
3X4 18 359 
f Ah* =0; 
2 
BiU A0, 
定理 24 设 dio T), f &; Fourier 系数 定义 为 
J^ F (2)e "tda, 


ter a J- 
那么 Fourier 级 数 
» ot 
zB) DNE I 范 数 下 收敛 于 f ia 
1 


Els mor m “f(s z) |*dz 
a 
te, n -0, tl; +2, "et 
AELE faf- "TARRA 它 是 平方 可 和 的 ， 
> 
MFE- QE) S EL, Gig (eu A f ig Woucor 系数 这 
5j. 
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我 们 同样 可 以 将 DOLI 内 的 每 一 个 西数 ， 利 用 簿 7 的 
Legendre 多 项 式 将 它 展 开 为 一 个 级 数 。 这 些 多 项 式 的 完全 性 可 
EUR LC ASIE DUAE IO RUBORE, HAER Pe Sl US 
Woierstrass 定 再 米 证 明 它 。 还 有 许多 其 他 的 完全 的 正 交 多 项 式 也 
是 重要 的 :Laguerre PIIR, Hermite 多 项 式 等 等 , 这 种 级 数 的 展 
开 能 够 用 来 解决 许多 问题 ， 现 在 我 们 讨论 其 中 的 一 个 问题 一 一 解 
积分 方程 

例 8 Egla DEEEH K RETE Gas 2] x [a,8] 
上 的 连续 函数 , RIDEN f 

gla) = £6) + [FOR (a, dt 


WRS. ELl, 切中 有 一 个 与 核 开机 联系 的 完全 正 交 序列 。 核 
Kjg X T —4 M Ila, 0)8] Tla, OAR: 

(TH 9) =| fto) KG, t)dt, FED, 
XER ELT JJ ERN, Pi 


Pa by Qa, by, 
注意 到 也是 一 个 线性 变换 
T(cfikf2-coTfitTfz. 
EK EKARI ES FOU. 
K(t,v)-2K(z, 1), 
PERETE Lle, 他 中 存在 一 个 完全 的 正 交 序列 { 廊 }， 使 得 每 个 
f. RESET np EII E. 
Tf,-Mf4(A,€R), 
这些 为 并 非 都 不 相同 ， 
ENIM TXA—4T HM, 下面 描述 如 何 去 解 积分 方程 ， 
gla) =f (s) + (TF) (2), 
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我 们 是 这 样 做 的 , 展开 
g= 2f. 


并 且 方 程 的 解 了 是 
f = 之 cf。 
其 中 
Cn = Cn F Anne 
世 就 是 
os zx a, C1 + A 9^. 
RURA n, A = LRAT, dE Ko03-— 3483 
SERIER , 那 就 没有 什么 转 读 了 , 这 只 央 为 可 以 证 明 
haz, 


lim A, =0, 


了 是 ,对 任何 YE 天 (ee b), RTEUD ER ERAD E, 


习 题 
1l. 证 明 Legendre SRCA TAR L-1, Dips psi EE 
序列 。 
2. X fa RE L-a, 7). 将 它们 扩张 为 整个 实 轴 上 周 朋 是 2a- 
的 所 期 函数 。 证 明 卷 积 
(roe) = 2 f tat - 08 
dk L-a, nm) 3H Cio Fourier 系数 cn Hi 
c,7 0,5, 
£i, 其 中 @ FH ba HIE F9 osi nin Fourier RI. 
3. 假设 在 第 和 6 常 审 的 
和 《pe Ez poo 
是 R” (或 Co 二 的 一 个 范 数 ( 满 足 三 角 不 洪 式 )。 利用 它 证 时 老子 和 3 都 是 . 
1&j if 28 AIC, 9] 
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Uf +l Sif lot igle. 
AEIR- ERIEN MARRE, 于 是 1…1s 是 L* 上 的 一 个 范 
数 ， 
4. iU] LHE &35 £18). Ec pec oo, (提示 : 可 以 把 对 也 2 的 证 明 同伴 
的 应 用 于 L”). 
5. dfelL(-z m), 证明 


SS d 1 


fre) = L^ fp, -dt 


EXTRA E CG ilh AAMAR. HAR- RAER 
PEU HW Fourier 系数 | 
se f teme 


2x J -x 


在 mn<0 时 部 是 0。(P; 是 第 5' 章 中 的 Poisson E.) 
6. 洛 是 有 内 可 尖 器 数 ,定义 gin 
| Affe inf suplgl, 


其 中 8 是 遍历 所 有 与 几乎 处 处 相同 的 函数 。 证 明 
| 1/1. lim dl. T 
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第 8 章 up A RR ON 


我 们 将 讨论 从 一 个 Euclid 空间 到 另 一 个 Euclid 5s [8] P tme 
射 的 微分。 首先 回 吴 一 下 我 们 所 需要 的 有 关 线 性 变换 和 仿 导 数 的 . 
一 些 基 本 事实 ， 


8.1 线性 变换 


从 一 个 Euclid 空间 到 男 一 个 Euclid 空间 内 的 最 简单 的 一 类 

(CROS EET 
Tlen c y) =T (s) - T (y). 

所 组 成 ,我 们 普 经 在 一 些 例 题 和 习题 中 常常 遇 到 这 种 映射 .它们 在 
本 章 的 进展 中 将 起 关中 心 的 作用 。 计 我 们 概括 一 下 它们 的 基本 性 
BH. 

设 n 各 都 是 正 整 数 ,我 们 将 用 记 与 LCR", RIERA R^ 到 
R 内 的 所 有 线性 变换 所 组 成 的 向 最 空间。 关于 线性 变换 

Pr > R* 


的 最 成 本 事实 是 : TREE n PERPERA R Sr Yo KEHE, 
记 只 一 确定 : 


P= Cm 
T (c) =e mr) te Fd (n), 
fum, TAE fee SE e; (l, 0, 75, 0), n e= (0, en, 
0, 3) pfücOR PRAE. dc 
(8.1) T(e,) = (a1, 335, ^, G4, ol, on, ne 
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kxn 矩阵 | | 
Az-z[m, ISisk, ixjn. 
称 为 全 的 标准 表示 矩阵 .方程 组 (8.1) 连 同 开 的 线性 给 出 了 在 工作 
用 下 的 明显 表达 ， 
y = 了 工 (r)， 

(8.2) Ar =! 
在 (8.2) 中 , at 是 z miN, R TRA nx INE, E n Ea 
HH. c 2) 的 第 二 L—AJPEUEGY 

dii Gia tt di. (om [^ 


2 33 ''* 824 v9. | ya 
x 二 ep 
, . : 
L 
Api Arz c Aka ~ b b V. 
y, È auz, 


没有 必要 对 转 置 保留 所 写 的 那个 “”， 具 要 记 住 y= 了 (x) 对 应 于 
y= Ar, 而 在 第 二 个 方程 中 和 Zz 都 是 列 向 电 : 
K W Fj RY UEM TS ER 能 够 是 ) dp" 上 的 个 
KRKE E: 
HL, gp, 
(8.3) yzTir), 
gio fis UO R4), 


yy m Fam, ts m). 
REEF, ER fO) E T (m) (98 à ABEST BE SESS, Ge pii, 
fo AE fIezoT,ixHoAh R pO 6 ben. 
Ti(Y) —- 9i. 
全 .3 由 的 映射 工 是 线性 的 首开 仅 当 每 个 f; 是 线性 的 《一 个 线性 
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iz). 

大 了 是 配 上 的 线性 证 函 , 则 了 具有 形式 
(8.4) f(x) sam deeem l 
其 中 ep e, e, ERSE EKA. Pla cn, 0] EREZA 
f IRER RER., BACARA A = (el a 9). 那么 


(8.5) f(z)sa, 25, 
或 者 按照 内 积 (或 … 积 ) 的 记号 
f(z) sar, 


刚才 回忆 了 关于 措 述 一 个 线性 谈 换 工 的 两 种 标准 途径 。 它 是 
由 R 内 的 标准 基 向 量 的 象 改 -确定 的 , 写 出 表示 征 阵 4 的 第 了 列 
就 得 到 6 CT MET Sd, HEAT ARI DU 如 上 的 个 线性 到 
Bi. T - (了 s, FO PERS, Ji 的 形式 是 ， 
fila) = (un, 2223 
这 里 a, EPRE RF A DUS 4 13. M T 
JE poke, RARAS RS EORR. — RA PET 
内 的 仿 射 变换 是 一 个 映射 
RDR, 
它 具 有 形式 
Fe) = gs * T (a), 


RR yo 是 BR* 内 的 一 个 风 定 向 量 ,以 及 TEZ(R", R), 于 是 一 个 


仿 躺 变 欣 是 一 个 线性 变换 其 一 个 平移 。 线性 变换 都 荐 仿 射 变换 ， 

它 把 0 变 成 0。 考虑 实 直线 于 的 一 个 实 值 本数 ， 

本 R—DR, 

iin 是 仿 肌 的 意味 着 了 的 图 家 是 直线 ， 说 是 线性 的 意味 善 三 的 
是 经 过 原点 约 直 线 。 
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8.2 偏 导 数 


关于 微分 的 一 些 定义 和 事实 ， 在 第 么 章 中 你 已 经 熟悉 了 。 为 
方便 起 见 ,我 们 在 这 儿 回顾 一 下 。 设 下 是 一 个 定义 在 Rh 内 某 个 开 
集 上 的 实 值 函 数 , 了 的 偏 导数 ( 如 果 存 在 ) 是 

(8.6) (D, f) (2) =lim Atid c fon. 


我 们 也 用 8f/851，…, 0f /0z, 米 记 Dif, co, D,f, 这 种 记号 看 来 
EAMEL. RPR ENTRU EO RAR, EH Df, …， 
D,f 在 已 上 存在 是 连 续 

—— RDAN EERI. Di m CET 


DOM )- uL 


记 为 Dy 了 .许多 最 基本 的 定理 中 的 一 个 是 ， 车 Def 8 Df f£ 
在 并 且 连 续 , wj. 


(8.7) D, a = Daf, 
ef mE f 
Gr, Ox, ^ Orn9n^ 
函数 了 是 开 集 世 于 的 Ct Ren JS Bed K Er fni 
af 
(8.8) D, sf = Ds Di Daf = 617 Gu, 


在 口上 存在 且 连 续 。0O” 类 函数 是 指 对 一 切 及, 它 是 C* 类 的 。 为 
了 处 理 高 阶 导数 ， 利 用 光量 足 标 是 方便 的 。 车 il ce, 4 AE S 
n ZB GS IERESG RO d (i s GEL 
(8.9) Dif = Dum af. 
证 意 每 一 个 微分 算 子 也 py， D. ÆA O RAE E a 
内 的 一 个 线性 变换 
CLU) 一 0(D)， 


e di5 * 


当然 ,我 们 也 有 


| C0) 0 (U), 
二 阶 微分 算 于 
C*(U) P 0*-2(0) 
事实 上 是 复合 Dou DD 
Qui ULM 0v 
|^ 
D, | Qe 


更 一 般 的 , (8.8) R5 i Chas ns i) 
Jy D, 是 线性 变换 Du, e, Da 的 复合 ， 

仿 导 数 (3.6) 的 猎 念 是 方向 导数 的 一 个 特殊 情形 .导数 CD.) 
(2) 是 用 f 在 vz 点 沿 通 过 zw 且 与 7 轴 平 行 的 直线 寺 的 改变 量 之 出 
率 来 计算 的 ， 而 滑 其 它 直线 的 改变 量 之 比率 也 同样 重要 。 若 ”是 
R" 内 的 任意 向 量 , 则 ， 确定 了 一 条 通过 原点 的 直线 一 -由 求 成 
汪 一 维 子 空间 。 如 果 将 这 条 直线 平移 使 它 通过 =， 我 们 就 得 到 直线 

L= į{(@+tv); tE E}, 

并 且 我 们 能 够 试 一 试 在 = 沿 工 微分 fs 
(8.10) (D, f) (e) «im - 19 - (2). + 
FDS GR DUREE EUR LA ARRAT o. X3CXEERE AR 
fr (8.10) P ILETRURE T -TREME of v 的 方向 ， 并 把 % 当 
作 单 位 。 有 时 我 们 也 可 以 马马虎虎 地 把 (D,f) Qn) PE FE A 
JH o 的 导数 :但 是 ,我 们 不 起 这 样 做 ， 这 是 因为 D。f KEF v 的 
长 度 以 及 它 的 方 册 。 如 果 我 们 设 

. wt 
则 名 是 单位 向 量 ， 它 和 % 有 相同 的 方向 。 这 样 就 可 以 恰当 地 称 
(Dof) (x) 是 f 在 x iB c 的 方向 导数 。 当 然 ， 
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Def =T Dyf, 


TEY PEDES 级 性 两 数 时 的 一 个 特殊 情形 CU EC 
CC RAE IIO. EER o. 则 D, P ERVETE E 
CU; oq), 
ng 
Drar aD, ,十 用 
CURT CEST 


D,-v D +e +0, Dys 


Use 


(8.11) D, f =v; Ra Te RS, ái. TEC, 


———" 
(2) tp Df) (9L, s, HT. 


éd ét, 
IEER f EMUR Ep ---GEBDBRE RLD, BOT 
pa 
D,f - (v, fhar, 

$ :任何 上 BIER f^) 给 出 了 这样 一 个 方 癌 。 RAES Am 
T. 

iP 了 上 每 一 个 ( 实 值 ) 仿 射 函 数 是 C 类 的 ,更 一 般 的 , RET S 5 
E: | 
{8.13) f(a) z^ m a Tr CEN 
AC 3&8). ipi CADO 1 Dr (或 0 阶 ) 多 项 式 。 E nk 
目标 能 够 让 我 们 把 683.13) 写 为 


N, ; z 
fG)- È eean M a, 


我 们 曾经 利用 ji deos monis 6 apu. 
lé| «4; t7 thn 
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TAHT eR, BESA E pru 8) Euclid 长 度 相 混 消 。 
不 过 当 大 家 约定 好 以 后 ， 再 用 它 来 解决 问题 就 不 会 引起 混乱 ， 系 
数 w 由 
a =- (Dif) (0) 
ZrdiHrp4p-4pe. 
T ER ELE uS Taylor 定理 , 其 兴趣 在 于 试图 用 多 项 式 通 近 
e x KRE REDEE ARAA EJEA A A 1X 
miia BIER A = (Gu rn aI E, f € O A 
FO Eds S) (a) (x-a) + Ba), 


Jogos IG) EAR 


Rz) = Ceti mU As 


[i Qf) aci) 0 - 0*1t, 

XEU LO RKR A ARR Re dU E Bot cfr 
ELECABRUIU, 这些 两 数 在 每 一 点 4E 如 ,能 展开 为 一 个 收敛 的 考级 
v 
(3.14) f(s) = $ (e - a). 

FIR: 
df RU pest ee, Y o 是 口 的 一 点 , 则 (8.14) 中 的 系数 
ci iE- Wa). ECTE 
. a=- Df) (a), 
关中 存在 关于 4 的 最 大 的 对 称 n 维 立方 体 ， 
B= (r; |n -a <e, i=l, y n), 
PORRES IOMA. 

ESER V EAEE R, DUAR TIARN HE CHIC 

* 4285 


类 里 开展 工作 。 
， ALAREN 


EE LC BatgE COIOLANEXI i-o 95-5 E R 
& f CRMBSUR Df, c, DF 都 存在 . 但 这 样 定义 具有 不 少 困 
AE. 85—. BU CDUPS G0, s (D (2w) 存 在 ,并 不 能 保证 f 沿 其 
lI REST EE HE. Di, on. Daf 存在 并 且 在 整个 开 集 U 
上 连续 ， 那么 方向 导数 就 没有 困 和 了) 第 三 ， RGNGECT OBSS ER 
选取 的 数学 定义 , Koh Ade Bo E HOC SET Ib £3 EEES E, 
第 三 ， 怎样 的 定名 将 起 着 了 的 导数 的 作用 ? Tg df Je ap got XU d 
“导数 "存在 ， | 
”针对 上 述 第 一 和 第 二 , 作为 在 4 可 微 的 要 求 ， 应 该 对 E" 1D] 
Rogo, (6D: (8) PE- de E fo E p mb pl 聪明 的 读者 会 
LOUER B B d JE SACS 存 在 ， 
但 公式 
(D, f) (2) = e (Df) Aet OaD S E) 
并 不 成 立 ， 这 就 产生 了 缺 聊 、 我 们 必须 要 求 CD. f ) 26 v 8652210 HR 
A, 所以， 我 们 能 够 说 : 如 果 每 一 个 方向 导数 (D， JF) GO FE JE H. 
(b, DE v ERIGI f 在 < 可 征 。 然 后 ， 什么 将 起 着/ 的 导 
数 的 作用 ? BIA RHET A l; 
bs (D, f) (a) 
将 是 了 在 2 的 导数 . Zr mip EnS 
HE RER K ARA 0327 JF 66, HABANARA 
. RITHE TU HEAT, 加 到 我 们 刚才 已 经 达到 的 相同 
sit. | | | | 
&RjR—TR3 EE, cXDENORAUE-IOLE, He i 
Wi Ix pl 99 —- 33 , 5$ EX (v ue 
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FPCe) «lim LETE A f(x) 


A40 
Cat m TEZJE f ume RRR. 事实 上 ， 切 线 的 定义 
ff HIZAR -一 -这 一 极限 是 产 (e) 的 定义 的 几何 解释 。 切 线 
其 有 方程 


y(t) =f (æ) + E-a f'a), . 


y 


图 28 

一 条 在 z MU RER” f 的 直线 。( 见 图 28), HELA 

pes ITAN? 这 意味 着 ,假设 我 们 寻求 一 个 入 射 函数 
a(t) = b(t- æ) 4c 
FE v aA ADEE FOO «ILU IT ARDOR 
lim [f (t) ~ att) j =0, 

HARDIE H Jir). REIR e= f (n) b f’ (a). ES 
么 我 们 得 到 | 


lim (2 - : d) S. 
pz t-g 
tT eBt f) -ali E t-e TRE ECT OO. 
Rr M 
Rn Hh 
f'(x)- dim. FAC, MS f(x) ， 
(8.78) fich) =f) -Af'(v) + Rine), 


sen diu; nm 
lim 下 R(h, x) 0, 
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车 和 在 讨论 中 荐 固定 的 ,分 析 学 家 经 党 把 人 .15) 写成 ， 
fuh) sf(z)-hf'(s) tolh), 
这 里 oA) Ji À BRRR, EE A ERRET OC 


及 趋 十 0 时 )。 在 同一 个 讨论 中 ， 小 oh" ERREA i 
ur. 2 d 

A? -o(h), 

b5 -o(h), 

haoh). 


这 一 记号 的 要 点 吓 ; EA x pe, 例如 我 们 曾经 讨论 过 
K 5 (8.15) MERET, 我们 并 不 认真 的 甘心 余 项 Rr 
么 ,我 们 遍 关 心 的 是 这 样 一 个 事实 ， 
H(h;z) -o(h), 
现在 ， mr [5] 53] 4 2E b p XC EE. 
U—R, Ucm. 
FCU Woo gay feo RE BORSE SOR S OAREN Gn, 00) 
的 急 * 平 面 " 区 存在 给， 如 同 图 29 所 指出 的 , 切 ^ 平 面 ?实际 上 是 
维 的 —Rm 内 的 超 平面 一 一 它 由 一 个 仿 射 函数 所 定义 
y=a(t) eg + al, + 十 Cart 
内 发 我 们 要 求 这 一 起 平 而 通过 点 (y f (wm))， 这 样 就 可 以 相当 方 
便 地 把 这 一 仿 射 函数 写 为 
ali) se b (i - m) rb (tu m)-c-l(t-2)., 
FYgS EETOTIAME BA, RILI c= f(z)。 当 我 们 说 
能 够 找到 某 个 超 平面 
yz f) elm), 
GRE T-EXACHEICUE TET EIAS 
HURLAR LAN- BRER E ORTU E e s 
APREA. Rho CH APE) FO -alH tom 
». ddl © 


Bi .29 


更 决 地 趋 于 0。 我 们 可 以 通过 许多 途径 将 它 解析 地 表示 为 ， 


) lim - J - -a(1) . 
t f i-z| 
E lim PIORS | mda 
< ET t— 


(iii) fO A) fr) tk) + Rr h), 


ji 
haD ET ` 


GY) Feth 2 f (a) + toh 
Tr GY) m, o(h yg oCE AL), 

EX Gf m guE mU LESE E X dE o EU t 
A. Fiti B LEES AAA 4, iit 
(8.18) f(mc-h)-f(r)-h)*o(Rh), 


DESEE GALE M 

有 一 个 简单 的 事 洋 我 们 必须 验证 -下 , 即 :沙子 在 oli. Wy 
(8.ie; ri RIZR PEZ ER P JEU 9. RART URILE 
- 422» 


fiath) =f (8) th(h) +o(h), 
可 减 后 ,我 们 得 到 
(8.17) 1h) -h h) -olh). 
注意 到 or 妈 不 旦 一 个 具 依 的 函数 ， 但 它 蚌 无 的 函数 的 一 个 一 般 记 
号 , EET O 时 它 比 天 更 快 地 赵 于 0、 如 果 忘 记 了 这 一 点 ,你 将 
会 得 到 一 个 含混 的 结论 a M 
och) —oth) solh). 
我 们 要 由 (8.17) 推 导出 SL, RAD S DAHER AC 
KO made ah, 
ER LE-AR, WAL -o70, W A0, KEHN 
容易 证 明 的 。 
定义 车 f 在 4 可 微 ， 则 称 (8.1 人 9 中 的 线性 泛 函 了 是 在 
的 导数 , 记 为 (Df) (2): 
1= (Df) (2), 
定理 1 faM, EL CD 让 人 ， 则 了 在 > 的 所 有 
方向 导数 存在 ,并且 
(D. F) Ce) = lv), vc R”, 
证 明 Reg CD O T. ARDEN 


(8.18) AC im -fon 


t3D 


ziv. 


因子 在 可 微 ,所 以 

(8.19) fto) S Fx) ma ofin), 

XN e HR Ea E OR plo, = te ni U[ELFH oCO AR 
Pe. BPO ARPERO, Mro) — (v). JURAR 


zu I OD : 018) -l(v) toli), 


RHIA? CEUS AE IE dd, 
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生理 工 的 一 个 特殊 的 惟 论 是 ， 售 时 数 (CD (m, on, CD.) 
(e) EXE. 2E H. : 
(Dif) (z) = ite). 
于 是 对 Ge py HET IE v. 我 们 有 
LED = OD) +t + oD,f) (0), 
换 名 话说, ( 刀 亡 (2 是 一 个 线性 泛 栅 :“ 与 梯度 f' eR R", 

定理 2 HSER 内 某 开 集 世 -上 的 实 值 国 数 , 则 下 列 两 个 论 

G) f EC, 

di FHEUR rupe, 并 且 导 数 DF 连续 。 

证 明 REOR ORRIRUUNSHK DU, …, Duf 存在 
WRU EES., E U ppm, FO RRRA 
ur P FE e Ap xxm : 

(8. 20) Df YR) - e (D f ) (0) e v OD f) (n) 
给 出 。 定 义 
Ho) - (D. f)(2), «eR, 
H (8.20), 7 显然 是 如 "上 的 线性 函数 。 这 和 峙 问题 E. CH Ap OO 
lf, f Gr) — f(x) - LU) EG 1A | EU EC 0? 

在 单 变量 的 情形 , 容易 看 出 着 这 样 的 。 事 实 上 ,我 们 已 经 讨论 
过 ,并 以 此 来 后 发 我 们 去 定义 可 微 谓 数 ， 在 单 变 导 的 捕 形 ,我 们 并 
S etii F EYE (HAE, xk Bop dtt ut n we] JR n 个 变 

Uu BERERA TAT.. PERA ii 
fit À)- fa) = f Eh, 
HER e EE e Reth ZAE- A o KRT h R RAT 
RUE EREN, A BF O 时 o AF e (WHEE M 
ath ZH), F f 
limf’ (c) = THOF 
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于 是 ， d 
f(x h) ~ f (s) Bf Cs) S bLf' (m >F (0)] =), 

现在， 让 我 们 看 两 个 变量 的 情形 。 a sib 
mut. RME fida - -了 (中) 看 作 首 先是 有 FI on Mc YR 
是 e 的 函数 。 在 整个 讨论 中 我 们 假定 充分 的 小 ， es 
以 < 为 中 心 的 一 个 正方 形 内 ,而 此 证 亨 形 含 在 UV 内 。 记 

FTth) ~ fie) 2 f (ru hi, $3 ha) ~ f sta) TL. 
(8.3: ) (at fatha) -jfss). 
Pix 7e, Hi V d 
git) =F Ct m; ii 
则 c. 是 xz! 和 zi+ 且 之 间 的 闭 区 间 上 的 0! 类 丽 数 。 并 且 ， aco 
—cD f)(i,m,-h.), 于 是 
(8.22) gla th) - sz) IO Go tct 
其 中 c: 依赖 于 ,但 在 zi M et hzi EI Ea 
RA) = f (a, t), 
由 我 位 也 有 l 
(8.23) nts aye dam) = MO fX Gn "m 
XX Hic» 在 zz 和 zz 了 + 如 之 间 。 令 
= (Cis Za 53), 
Pa = (Fs A 
其 出 8.21)，(8.22) 和 (8.23) 得 
| FG b) - f (e) - CD: Jot) HOS) (92. 
我 们 DER | l 
Fermer Ih) 
BREA, 其中 | B 
Lh) =R OD £O) Ds f) (2), 
我 们 有 
ET UT 


(8.24) fith) fæ ~ th) 
Sr ipi SEU (s) à Mee 


所 pa cii. 重要 的 是 它们 中 的 每 一 个 ETE 
s 和 zet hu 之 间 ， 故 | 


-s;c 


m. 2172. ves ii 


BUSTA Df 连续 那么 由 (8. RAMAN S 
füceh)- f) RD o. 

REREH T f EU brass dk GO dpi Y 
ELETGUESG NEC E gn A A e (Da) 
ADH EROR TERIE HL D JR Df fs LAMPES : 

DC. nm B oy 
Sei crie. CD) Oae, eMe S HY ATE 
i LOPRT) EB iE Bios oe. 因为 这 六 空间 是 背 限 维 的 ， 
LR, RY) Egit oie daa tede BUT 2d. MARA 
EROBERER ft 么 关系 。 警 如 ， RAU AREN 
gp eot, C 005 


de 27 t xS 
这 就 是 M 
` Ps LE 


这 里 < 是 妨 中 的 一 个 向 是, 它 请 定 > 
Uo Rok E T dra 
我 们 AUDIT) EN (Df) (x) 是 由 疝 量 4= f’ CETER 因为 
wa D Ss n Df 部 连续 ， 很 清楚 (2) 连续 地 依赖 于 s. 
定理 2 的 篇 二 个 论断 ， B Gin "d. 我 们 把 EMAN s. 


EN A MN 


]. E14 R* kho aine, P hyE€G S p. 


«Br 


WEBS: 
(a) [ipe 
(b) p EGG 
(a)i Mz], 
Rje i c RKR dE fi M. 
(c) Hi =jel, SER a AE no 中 唯一 的 一 个 向 量 , 使 得 
l(z) = x, a>, 
-tI rE RR?" ied 
2. 证 明 , 沙 上 是 R^ LAAen, H 
Hi) 2 o(8), 
i] 1-0. 
3. WEL 对 小 的 用 A 
f(&)-o(1) 
4. Six aix MJ f Yr x eS. 
5. GP f(x y) = ry? treyt DE P SQ), 6), 8) 是 什么 ? 
6. ik, oE R EBAR, EXN (x)- G,cOl). EHRE 0, 
N fittise pier HE 


(DN)(r) = C, xz). 


NG ) 
T. & PTS UC R^ EBg-NBIER(I GOD E, SC Df = 0， 
yp f EH. 
8. Ef RHR U rwr AUR FER r€U 有司 部 最 大 信 或 局 
部 最 小 值 , 则 (e) = 人 


8.4 TARH 
ife. RIF ER 8j 
U> R", Ucm, 
AA E GE" AEU eA AAR Fodipe gua e 
ARAIAN? xx B. RAAR La. a EARE H E 
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BEBE PG Rh A RT 内 的 线性 耳 数 来 充分 道 近 上 是 可 能 的 。 
定义 RF 
D -二 > m, Uch, 
旦 定义 在 dn 内 一 个 开 集 如 上 的 上 映射 , 它 把 加 映射 到 BR* 内 ,又 
z 是 恒 内 的 一 点 ,如果 序 在 一 个 线性 变换 上 上 
RU. RS 
使 得 
(8.95) F(xh) = F(z) * L4h; «o. h), 
RIE F Æ GA, LEF EU B—u p. 就 称 严 是 一 个 
Lii: 
一 定义 包 售 了 实 值 映 射 的 情形 。 另 一 个 具 本 的 陈述 是 ， 订 
(DUE 
JrF tz Hj i IRA (8.25) meg Has eonE-- 9), x es 
AFER RL JHE F L= (DF) (æ). GF)G)U 3e ntti 
阵 记 为 FO, HRERL des Jacobi aE, Sgt CARN 
$6 TRI E15 citatom Rudd xam. 
定理 3 gNEF-(fÁef£0iWJ U S R yg m 5, 
e RU 5-5 MIRGA dr e REPOS BLOCS SEA fox e 可 微 ， 如 
AR Oeo aH M 
(DF)(a) - DEDE), s. OF). 
Di E SP UE. 是 起 4 TOR ECL RRE, Jie) Je F GOTT 
ABA. 换 何 话说 ， 
yf), 
gim fin, na gm) 


1, Teens "neg a ks 


如 果 每 个 户 在 “可 微 , 那么 对 每 个 i 我们 有 
(8.20) . © Jilat Rh) — fi) - hih) 2o(h), 
Hp h E 上 的 一 个 线性 泛 亲 。 喘 射 工 = (he. 5) 就 成 为 从 
到 Rr 内 的 一 个 线性 变换 。 人 下面 我 们 断定 在 4 可 徽 ， 并 且 共 
导数 是 上 。 设 
G(h) = F(z kh) - F(zx) -LD), 
根据 (8.260, 对 每 个 名 "LA VP OE GOH i Aoi E 1A] 
WhiUEAT OO. BHO 
| GCh) = o(h), 

反 过 来 , BUE e c 可 微 ,又 设 (DF) (2) = 工 ,现在 , 工 是 由 KK 个 实 
信函 数 工 = (s, s, 2) 所 给 出 ， 央 为 是 线性 的 ， 所 以 每 一 个 I 
也 是 线性 的 。 fi A) - f, (x) x 4) a] 3 AR ORAS nb FA) 
~ 了 (wg) 一 工 (%) 的 范 数 。 于 总 ， 我 们 有 (8.26), 这 应 是 我 们 所 要 证 
ESEA 

由 定 玩 3， 我 们 能 够 利用 五 个 可 微 函 数 的 组 合 来 构造 出 许多 
可 微 映 射 。 而 在 关系 式 王 = (ls o P, AAWA REA 
论 过 的 那样 ， 我 们 看 到 线性 泛 函 习 是 由 户 存 = 的 梯度 所 葡 定 的 。 
于 是 , FB) Jacobi WEH 
raf 2f,- 
| r : ^ Qt, 
Y F'(z)- RIETI, 


9f. |. Ofx 


Cx, Om, | 


给 出 ， 由 于 这 个 原因 , MUN E (fce. f iy Jacobi 矩阵 的 此 
uu e 

R 97: QF ELS dy 

(8.27) 

i (de 或 dz* E 

xc. xad cu decree. un a o 
48.28 E” -— < dí k i p"- v5 IUS Vu) 
《 ) (ay ors 2.) 或 en, ety du) ^ 
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利用 这 些 记 号 常常 是 方便 的 。 

班 在 ,我 们 看 几 个 瞎 射 的 例子 , 它们 的 出 现 是 自然 的 , 并 县 不 
论 在 什么 坐标 下 都 是 如 此 ， 

例 i 设 五 时 线性 变换 ， 

mL. m, 
WERA. SD | 
Liz +h) =L(r) +L(h), 

PELLI w DL)(x)-L. Lp Jacobi GHE (EFT) LA 
PRERUR ERE. | | 

612. 4I R 看 成 复数 域 ,其 中 的 点 z= (n, 2) ERE 
复数 := zl + ima。 那 么 我 们 就 可 以 用 FO) = 安定 义 一 个 从 及 到 | 
RERI. EAA, Fri, v2) 是 平面 内 的 -点 , 它 对 应 于 
Ail EU ex (m + ia), 这 表明 


F(z, 25) = (vj ~ 95, 20,2), 


y - F(z), 
up 
= 了 (cl £2) =D = t, 
Y2 = fagi, 22) = 2a y, 
. 因为 fi M fa 都 是 多 项 式 , 显然, 是 可 微 映射 五 的 Jacobi 4E 
阵 是 


Fe) 2| ^ pu? 9 
| T2 v, 
BrELE E o 的 导数 是 线性 变换 
(3.99) na sz] 
NEST. Zi ħa 


= 2(x,h, = alto, Tah + wha), 
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JE pg IO (8.28) W EL ABNCIE ECBGRIETIE SOS «BOR c AF 
鉴 .的 复数 是 名 站 对 应 的 复数 是 如 ， 则 属 .28) 是 以 写 为 
(8.80: . L(w) =22w, ! 
这 就 是 说 , WR] XE 2 ORRERI E t Es 2e 的 复 乘积 ”， 
RR EUR UB NIE ET AA ERA PRZL F RIRA 
c F (za) = (2 +w)? 2 2 Zw cut - E (z) cw tw, 
* 2 EE, 22w 是 也 的 线性 函数 ， 同时 ww? =0 (w). WK, 由 导数 的 
定义 立即 得 | RO) G) =L, 其 中 荆 是 由 (9.390) 所 定义 的 ， 
例 3 dcEL 2p, Aa x RULES "ERR SC E) = 之 是 
复 可 微 的 ,并 且 它 的 复 导 狼 是 22， 
lim. N E EG) 
1l 
KA? 自然 是 可 微 的 并 且 它 ZSAE 2, 但 它 却 并 : 本章 讨 
论 的 导数 。 ROC GO - 2^ 不 是 复 可 微 的 , fu , SER TELE 到 
RB? 内 的 映射 却 是 是 徽 的 :这 是 内 为 它 是 RT 上 的 一 个 线性 
复 二 微 是 一 个 很 特 张 的 许 质 . 
e 在 (4.30) 中 出 现 2 柯 以 说 不 荐 偶然 的 ， 让 我 们 看 看 这 是 为 什 
4. 设 如 是 平面 土 的 一 个 升 集 , 又 设 c 
U-—>0O, 
MRF RLAR, F 是 它 的 复 导数 , 那么 出 复 导 数 的 定义 就 有 
* F(ztw) - F(z) + F'(ziw2 0/u), 
现在 , Fu Ro RARER Dr. m Ez 3 R5) M. id 
I MB AS aT, FHE E c WUISXUE M FOE 
积 "。 要 注意 的 十 相 这 最 天 并 不 Jacobi HE. RIY "EA 
DIT RESTRETS jc 情形 下 的 含混 之 处 。 
Bé PEPE n, WpRU 是 年 xm (X) PEU UJ 
ARE 则 Er 427 p]ES, Disp, RIA AHE RU ENSIS n] 
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ge. MER HERMES EU Ji aj gift nox E R R HI 
EE -TEESEAMUM, U JLagejt(ie-—4 Tg $& REB TR. W 
(run MIR mx n d E, RPE DE EEG I UU 58 AE 
H, A+ H ÆR, mano — 
AH =AQ ATH). 
现在 , JATH EO ja, I+ ATLE kupuüy, 这 是 央 为 我 们 可 
以 和 用 iis HRAM. WR O>, OAT] RI. 
(8.3) (AH) » (FE & AHA! ü 
sA- ATHA + AHAHA" , 
oome JHIA, 
RE UN 
F(A) = 
F NA? 妞 果 它 在 任何 情形 ye ge F Ru pH PBON 
导数 -42。 但 这 却 不 正确 ,因为 (DA CA) 必须 是 从 R 3p Rn 
HLE STK, m ECARE, “AT nue Br, df 
iE ie t f, AURAR EREE — AMAER- Pr 
p, RELHAS IRA AT, 这 就 使 我 们 稍 测 (CDF) CA) EE 
Prai ag Ze dne 3, Heat CN 
x daddy ecd ta AUS. , 
RAER IR os ATRE, ge (8.31), È 它 告 告诉 我 们 
B(A) AA HA + ACHA HA e 
HFE 


IFCA+H)- FA) - AHAH «z (S ugs 


= 下 > Heej Act) n1 8o(| H]5, 
逊 有 有 一些 关 开 可 微 映射 的 运算 的 事实 ， 我 们 将 名 以 指 出 。 de 
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FMG NES] R^ KRI, LEEMA H MRA F HG 在 
e iik E DKE +G) = DF + DG, A TR TENS 
ZU PURSE aS m, | 
定理 4 设 U 是 户 内 的 一 个 开 集 ， FAAN p) Rant 
狂喜 ,是 百 上 的 一 个 实 信函 数 。 如 果 闻 和 五 都 在 可 微 , 其 导数 
分 别 是 7 了 和 工 ， 则 乘积 fF 在 z 可 微 ,并 且 它 的 导数 MM = (DfF) 
(y), 
Mh) = HAY (æ) 十 FOLCH), 
ERE, 
(FEY (z) = FOP) + fir) k (a). 
证 明 UI-CODF)GO, £L- (DF), 3A. 
gh) = f(x hj - f(x) - K(h) 
G(h) = F(s hb) - F(x) - LÀ), 
. 现在 ， 
(FF) b) E). 
-[f(sz-h)—f(s)]F(z eh) - FDF +h) - F(z)] 
SUE E wh) rf rb) to rr bh) + f(e)G(h) 
SUAE CE) + fix) ih) e Eh) LLA) 4 GCR)] 
+E (a & hb) e f(a0G(À), 
我 们 所 要 话 明 的 就 是 让 或 的 最 后 三 项 是 o( 人 。 因 为 G(À) -o(h), 
9h) 2o(À), KAHE +h) HF Nn), 所 以 最 后 两 项 中 的 每 一 
LE TM 更 和 快 地 趋 于 0。 我 们 可 以 用 租 仿 的 方法 来 处 理 ICA) 
GO BUCHT EGRE AUT (A) LOS), WE, 因为 UR Ld 
线性 的 ,所 以 
UD LOD) s Hn] rp, 
RUES Y ULC) S o(À), 
RGB 4 AJA h BER GR cO REUE, EERTE 
e 453 。 


土 和 定理 4 的 证 明 相 网。 下 面 介绍 复合 可 微 映射 的 一 个 非常 基本 
的 方法 。 : | 
EMS (HM) RUER 内 的 一 个 开 55 V AE R^ 内 的 
一 个 开 集 。 又 设 了 和 人 是 上 映射. 
> R*, 


IE 


bm 
并 且 F(U)CY, Be EU HR RE 在 之 af A, GE F(a) à 可 
微 , 则 复合 映射 GF des TUA 
(8.32) D(GsF)(2) = (DG GF (o (DP 0. 
证 明 Ut L- (DF) yg M “(DE PE ). 证 机 向 论断 是， 
GF Ex A it JE Hz do e 是 一 -个 到 mg i Nu EAE 


Je. Rx A mo 
y= EF). HERE NM 
F(z4h)- F(a) * LD + (A ROO), - 
oto GHEE SGY MER) e ib] Ea 1 + 


其 中 心 
lim &(A) 0, 
asd x. 4 
OO dms) -0, 

(GERJED o eo) = GUB 9) - QU) m. 


2E J^ 2 Gy + L(b) + RIRS- Gy) 
se. s RUHA) yy - MC)  [k| SC 
Xx ER LOO- Q)AMROO, ROM Jet GS], 
M(k) = MCLOS)  M(]A]R()) 
= ML) 了 | 起 e 
URGERE 20000 sn | 
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Ih MCR(R)) + |k|S(k) «o(h), 
XCAGRAÁMERESDT PDESO ADR. SAU EGRAEBP D T. CUER 
不 超过 
La + [RD + 1h LRC [308 01 
<A MITRI + 1214800]  [RODILISCOO] 2. 
现在 
lim & - 0, 
^h 
[739 - 
lim S(k) «0, 
XS Lip Ont, RUE 0, 这 全 证 明了 结论 。 
用 Jacobi jg retis ioci, 定理 上 是 
(8.33) (Gs F)'(z) G'(F(z))F'(z), ] 
TET ERE ATF I RRD GENERO RE - 432 B = 
y -F(a), 


Olis ro Za) Alz teo Za) O(yi ts Ya) 


(m, y La) Oi, ry Ya) Klis y Ly) À | 
(8.34) | t =$ 9u yr 
记 住 (8， :3 络 的 意义 是 重要 的 。 EA, RR BEA fus 
f——RB'AdA JE Ea ui 6s eg Xr, EMELT- AANE IET. 
y^ F(a), 


或 
如 了 


CTT 


gi fm 093. 
(8.85) 
V. fum, ttt, Ta). 
又 假若 我 们 有 Jis ts ga 五 的 值 域 ( 或 包含 这 个 信 域 的 某 个 开 


集 ) 上 的 可 微 函 数 , 它们 也 定 了 一 个 贞 射 8 如 下 ， 


2= G(y), 
或 , : 
| z 091i, n 4)» 
za Yali, a Yr)a 


UH 8.36) 中 用 了 Go， n, T RRE Y RERA 
c (RC. MWARRBA H =GF 如 下 ， 
2-2 Hí(a), 
或 
《8.37) m 
Za = ha n, E» S4). 

dem cae al 

Bim g En) =l fim, s mcn. FaGi) rn, m). 
xui, (8. PANELE RRE | 


(8.88) U PB (2) = PE 20 7 aele G Gje 


| zi Iu, t, 9s), 


很 明显 ， em D EE XS cs Jis Yro Gre 

2, 和 有 是 有 点 麻烦 的 。 无论 (8.38) 或 (8.32) 作为 链 规 T4 BC FRI 

的 时 候 ， 都 应 该 仔细 腊 清 想 你 肥 做 的 事情 是 什 4 . 但 在 计算 中 通 

常 疲 是 简单 的 说 有 一 个 映射 五， 它 是 由 某 些 确定 的 攻 的 函数 y 所 

给 出 的 ， 5 

— umor 
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WRR GUEST iepa iy v BOR IBI BA 9 x 
4 us ts TR 
在 这 样 的 条 竹下 ，, a 关于 or; 的 变化 率 是 ， 


Ox eO 04 €y. 
Ox, Si öy, Ör,” 


你 必须 记 住 ; EO i rp E Ae c. ELE SEE SEC. 

定理 $ RAER) itg ÆU 85 uf P EC U A meni 
ARTE, xe b JEU my, MFAS p». 它 在 4 到 上 
的 让 线段 上 ,使 得 
gè) - g(a) = 人 一 ay pY. 
证 明 do f 

F(t) 2ib4 (1—t)a, 0ail, 
# 的 象 就 是 从 a 到 上 2 的 直线 段 . 4 fag, W 
f) = g(tb + (1 -ta), 

wp depo, 1] 连 绕 ， EB {至 少 ) AFI KEC, 3) ni k 
外 ， 


j n 0g Cu 
d (072) gp a? 
或 者 , 更 严格 地 说 ， 
fo- bu eg. €f; 


E mi ot 
-È ia) 8 d VIO 
-. mba, f'( EDS: 


Bikini 告诉 我 们 存 :在 一 个 数 c，0<c<1， 使 得 P (e) 
aie ~ F(0). Bi p- Fe) Up HUEBA, 
Us Mi. : . . 
3 Ho 
1. TESI wupcld 1n o5 op, SEOD'BOOUEREETEURUK 7j £k VES 
ed5i. 


H. (自然 , 习题 1 中 的 向 县 w 将 改 为 标准 的 表示 矩 陈 4.》 证 明 可 微 映 射 的 导 
数 的 唯一 性， 

2. 可 微 映射 是 连续 的 。 

3。 UZ R” HURE, 和 避 都 是 从 U sl R* 内 的 可 微 映射 。 定 义 
KARE, G5 35 FG» (x) = <F(r), G(x)», ERE, Ada UNIS, 
并 且 ( 在 适 汽 的 意义 下 ) 

(DcF, Gy) (x) = «(DF) (1), G(T) + «F(x), (DG)(z)». 
4. AEREA, DEHE FERE 4 RAUEN. 
9. IEEIEBBE k, 设 
R5» F R^ 
inxh FRE BJ, REXA F(A) =A. 证明 "me Roe 的 每 一 点 可 
$4,3F ER HH (DP) CA). 

6. TRJ 4 ASERI, RMA G B 5e S6, mh HG Eg SC Ten] ig mx n 
AGXEEEZLR IS: E: (4) = 2t". 

7. 设 世 是 平面 上 的 一 个 开 集 ,了 是 V 上 的 复 值 还 数 ， 江 且 了 是 复 可 微 
Fn ARFAU R R? pekt. Ui f Bp Xu 

F2(u, v), 
f^uctiv, 
(BRAE Fa FaAEMLIEKB AMTARE A 7 ngeF.) 证 明 若 
工 = (DF) (x, y), 则 (给予 怡 当 的 解释 ). 
L(a, b) - f'(z - iy) (a4 ib), 

. B. 设 映 射 严 在 R? PELA BU AC SD EXER TITRE, E = (w, v), Xi f 
Rh UdBEO mus X. f =u io, UR S RA E M gm We z 的 平方 根 ， 
Ep 

[f(z, yP »x * iy 
AER LES SUAE PT RIF, 
9. 3S FAMJERUS p a :个 可 微 映 射 ， SORGE TENE 


u P5, pins R*), 
空间 LR, R^)MBERHE——UCCOKEDS Li RU. WA ETARA 
"uie DF EHRE? GXP) (2) Rr gb Cru 8 DIE 355 DOF). 如 
何 用 2 防 箱 导数 来 给 出 DP? um CT 类 的 映射 ? 
10. 中 值 定理 给 HT ns 个 变量 的 Taylor 公式 的 第 一 步 ; 
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Iob fs Sh, PP n. 
考察 gt) = f(x th), OKIKI, HACHE CE S BFO 类 ) 
F(a h) = f (2) + È WDA GO + (GU )o» 
RE pi x$spre-hgjgEmSest p. Ra E] ca Sa RO S, HAN 
(第 5 Fog 10) 85 Je AW REIR rtg. 
8.5 yi Uk B 
设 我 们 有 一 个 从 BR 的 某 个 开 集 口 到 R paT 
: | Ui R, .UCR", 
我 们 想 知 道 何 时 下 有 一 个 可 微 的 六 唤 届 
(8.90 : e ticus R€ FU), 
我 们 知道 , 反 函 数 (8.39) 号 存在 的 当 且 仪 当 万 是 :1 T "T 
是 1: 江 的 ,那么 为 了 讨论 五 + 的 可 微 性 , 我 们 必须 知道 F(U)JE— 
个 开 集 ， 町 时 假定 如 是 1: 工 的 , FQU)dENS,3tB Ft x dé np 
的 ,那么 链 规划 省 激 我 们 (在 每 一 点 ) | 
(DE) o (DF) = Ins 
(DFY° (DE!) = Duy 
其 中 万 ER 上 的 恒 等 变换 。 因 此 ,对 忌 中 的 任何 e, Jacobi iR 
EO EAER BRAT. MUA, 它 必 定 是 一 个 方 阵 (下 = 入 ) 。 

. 从 这 个 简短 的 讨论 中 我 们 获得 两 件 事 ， 第 一 ， TEE OM, 
tii 
zs SPEO a4 U-L.m, Uch, 

第 二 ， 吉 单产 有 一 个 可 徽 的 道 喘 射 ， 那 么 在 五 内 每 一 点 my P d 
Jacobi ip F'(m) 也 是 可 逆 的 。 现 在 ,我们 将 要 证 明 ,如 果 连 续 可 
MOMIE E 1:1 09, 9€ EL F720) 在 每 一 点 可 道 , WAFU) 是 一 
4Jt fk, JEU F^! JEn REORUM 2 对 读 老 来 说 ， 已 经 知道 它 的 一 个 
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BERADER RETRE, P R hei p ARRE EE 
LEE, FAJAI EARE, RI E- 
BUMA F, AMAREKIN. 
引 理 ” 设 女 是 连续 可 微 映射 
U-. P, 
Jp UA R HNR, 2 BU iui. ERDE) (2) apti, Bl. 


Q3 N PEO OA stb. -rc R02 hea BY o. 4o Lom TI” ad. she EE UE F 


(8.42) Fb) - Jia) = b-a, fip), 
这 里 p EMA a 3E b EXER E89 —)8. SAAN (8.42) 我 们 
有 
(8.43) 1.00 - fi(a) - b - a, FI & S ib -al, 
dep 
本 (Cb) — fi(a)» -4b—-a, r!(a)) 
IR FO) - Fle) - L(5 - a)i62$ à SES, 而 一 个 向 量 的 范 数 
UBL CHARAMRARERHI2L TS. DUI. CL i 激 我 们 ， 当 
c, 5 €W nj 
(8.44) | F(b) - F(o) - L(b -a)| «eb —a| 
JA 
|F(b) - F(a)| e | L(b - a)| - e|b a] 
>iL b-a] -elb-al 


cd jL os bEW, 


RMG EDE, RETA AEII 
JEG- F(a)] x: Mb —al, 
RERUM, 这 不 是 我 从 主 A X ofa. 
mum T OERABIIEXED. RE dA R h EAREN RU] 
(Yet apa Or, 阅 是 如 定义 域内 的 一 点 :并且 ( 忆 BO) 河道 , 二 
det F'(a) £0; V c 44 — 43 W, 使 得 
(a) FEW LELNI, 
(b) 天 ( 开 ) 是 开 集 。 
(c) BESI 
KEL UE) 
Jet £i (UJ. JP HE ds Sp E 
(DE) CQ) -(Di)(a), 
* 461» 


WEBA PENAM r 力 中 必 的 一 个 开 球 ， 使 得 闲 球 元 在 到 的 定 
义 域 内 ,并 入 在 六 下 我们 有 不 等 式 
(8.45) mfb — ^ hz|F0-F(a)l, a,beN. 
Wiz nus] FR Oe Y JERN ME Rem 0 的 存在 . 因为 是 连续 的 ， 
这 一 不 等 式 在 闲 球 N pun. xd grdedl, inia, 5c N, 
F(a)- F(b), 那么 山 (8.45) 得 到 a=P, KRH F ÆN LEL 
fS. RAITRT ELRCW =N, CW SRI ES IE (Qa). 
O ATRIL EGLA EORR, RITE 
N RS, 5s RIEN aoha EEN eh (DF)(a) 
是 非 奇 的 。 我 们 能 够 做 到 这 一 点 ， 这 是 因为 是 C! 类 的 ， 所 以 
det P'(a) 是 连续 函数 ( 它 在 <c=z 木 为 0)。 设 y= F0), 我 们 要 证 
Bi ye ACN) 的 内 痢 。 阳 就 是 ,我 们 要 寻找 4 的 一 个 邻 域 , 它 完全 
4p F WERE). DU dE S ERN GME: 
| N = (e, ja -s| <ô}, 
; S= (a la-z| =ò}, 
£i SABE EYES, TIEFOS)HE RI KGET. AN 
y= Fis), 而 了 在 六 上 是 1 不 在 5) 
由 .这 种 情形 可 以 用 图 30 表示 出 来 。 设 了 是 ?到 紧 你 RS) 的 距 
Bi 


PG) 


r-d(y, F(S)) - inf ly - F(a)|. 
REN 
WALLE FON RASA A y HDA v/2 A 2E £8 9 JERR. 
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设 z 是 到 中 的 一 点 ,适合 
RNET : 到 集 FOEN 
d(z, FCN)) =inf{|2- F(a)], aE N), 
四 为 上 外 < 全， 所 以 我 们 知道 本体 事 。 
diz, P XN) ur , 
(8.48) Bus $ | d E 
de, FG)» f. 
两 数 g(4) = |z- Fla) 56, N 1-368 Eb be N, d 
|z- Cb) 2 - ds, CN), 
BUS FEN 41:1 63, 40 rye Eve SWR UN 
RUSO a à 
(Cg) Èa- pe | 
在 点 五 有 最 小 值 。 DTE 
J 1 = ög EE 9f, 
(8.47)  0= ZLQ)- -= -f(y 24 0 
ili C8 .47 ) 35 Y ORRE) 
(z— F(b))F'(b) l 
V Mte. ANER N, 使得 对 内 的 每 一 ZA lejen 


3n, PER HPG GRH = -F@)= 0, 这 样 我 们 便 证 明了 
«€ FN). 


gr [eem wrol Sh Nw Ez nt? OR, 

JREIGERNORHECO RO). ETN dune up baee 
tib c E POE e W. Ee 0:1 的 以 及 (到 ) 是 开 的 ， 这样 和 
们 就 可 以 间 天 -1 | 
+ 46) t 


WELF) 

是 否 占 微 ， 我们 马上 知道 FC BERA, BO E fe Lets 
1:1, 3PH H' ne. pi IT s S nj da LRU Into gut 
获得 .现在 我 们 证 一 Fo! deti y= F(z)nlt 3E 

(DEH QÙ s171, 
Hab Ls CDF)(z). e Wim AA MAS. Xp ICON 
E aea | 
(8.49 RQ) = (3) - Fg) - LM (sg). 
我 们 必须 证 上 


(8.49) lim - RG) o; 


sa» |2 y] 
TESRPEAEER L fI BCS- AIRIS RIEL 
(8,50) LOI(2)) = L(a- æ) - [Fle - F(v)], 
a a REW RE (df P(a) = zx 因为 Fen NE 
PT = pd (8. 50) 保 证 了 


(3.51) | lin: LC 23) .=0, 


aar  la-amji 
AHY 
ILCRQY) | 127 H RE; 
la-a|2:L Up fo - Fin), 

Jb A Ei (3.52) BE 3L (S. 49), 

EN RUR ENIR, FE- -AAU AR N a 
IRAI F 的 Jacobi 行列 式 是 从 到 e RRR det, 

定理 8 GANSE BU m gsgg—4TT4, FENU 
p AAA ES TARAI, ELE K Jacobi 证 阵 在 世上 上 无 零点 ,出 
FI GARRI, ERRI, GEU piu HY, Nj eh. 
Wo 
» 4644 


U & F(U) 
是 连续 可 徽 的 , AHAT (IQ) = 了 (2)] 
证 明 设 信 是 局 内 的 一 个 开 子 集 。，F(7) EF um Rit. "n 
为 【按照 定理 人 每 一 所 ET 8— DIA W, Fit VU STAR 
FR 2E FRLRRACE RE ELEC" I bo Rd WCCV. ix Ape DÀ 这 
样 选取 , BESRÉEXEW.p E l 的 -一 这 就 是 为 什么 S IDEE: 
$E 1:i 的。 ESSA DIETS ETUDES 
例 5 Pa lay mS ERA a OE SO. dx 
Uzi(ir,8)€ NH. r DU) 


ix 
U F £? 
为 
Fr, 0) = (x, 9), 
其 中 


S60, 
y=7 SET。 


TA, FARO? Kij, Vay Jacobi Ji pd 


êr ĉr P 
do s .Or 00,1. wx 
Fr, 8)-| ay ay . 
Br 00 j un 


cos 6 peak ug 
- sin 0 r cos 9 J* 
Fi: Jacobi fj FIA hh. I 
ael E Pr, 8)- (cos? 8 sin* 0) - v, 
Tide W qu U JG IEA FS ill 8g. RHOE AE 
Wes, fo FCU) RU fos deis R - Q), 


+ 155. 


注意 到 在 任何 薄片 
a«o«b 
GHipb-ac2z) 上 五 是 1:1 的 。 这 一 薄片 在 了 下 的 象 是 平 而 上 
的 开 扇 形 〈 见 图 3L)。 在 这 样 的 筷 形 上 ， RALFA r AL E 
为 * 极 坐标 "。 其 意义 是 ,对 扇形 内 的 每 一 点 (2， 9) 存在 一 个 且 内 
有 一 个 数 对 (7，9), 使 得 7>0, a< 6<b, c-r cos 8, y —v sin Ô. 
在 这 个 扇形 上 ,7 RIO HURRAY v A y CR” AR 
8 


Bk T MAA 


q-(a*-y*y^, 


e -— igi. 


《 曾 作 过 合适 的 解释 ) 我 们 还 能 够 看 到 关于 导数 的 某 些 事 ， 我 们 知 
道 
(DF) (æ, y) - [(DF)(r, 09)] 


于 是 mM 
cog 0 -—mTrsin804-1 
DEF- i = ; 
( nm) eos T COS A 
» sut bM 
~ Tl-sin8 cos8 
BI, 
e 0 : 
PII v — sin $, 
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ea I 68 J 
Ps -7 sine, éy Tr eos 0, 


4f Ut SC HE RE LA x00 3s SCRI S 
例 6 IÆ A (s, v, 22, JURIBSE RENT, 0, v. 
定义 为 
=r DS Â Sin p, 
y-Trsin0sing, 
z= TC PD, 


dim, 9, 2) (0, 0, 0), WIAR- —H A r>, 0«co 
«2x, 0px - (E 32» d JE DL HE SU; fz. BR SL FO,9,9) 


-(z, v, 2) R^" d) PRERE HNE. F% Jacob; 
FARE —7? sin pg， 它 强调 四 了 这 样 一 个 事实 ) 在 球面 坐标 中 沿 z 
轴 是 不 适合 的 , AANER e = 0。 | 


E 32 
例 7 BRUSH ERR :可 微 映射 


Ui Ho, 
EE 1:1 89,98 H. Jacobi FARRER: 
det F//z)*0, zcU,. 
WpFISGTU. n OR RRR”, 对 如 内 生得 一 点 多 = w …， 
vu), MA A "E Bg — n7 XH ym ECE) (hir es 42. HB 
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Y= lEs cn, 2 如)》。 换 句 话说 ,如果 方便 的 话 , 我 们 可 以 用 4 坐标 
来 描述 辽 内 每 一 点 。 当 < 遍历 口 时 ,其 相应 的 9 学 标 (Yis n Ya) 
YKoBBgTV-FQU), up 

U er 
简单 地 表示 了 z E EG Wa = NEED y). 如 m 
Bit 18i 65 D] ^ 358, RT 0A Fl A Han = gis cn, VO ESBEV 
上 的 新 坐标 , 这 是 十 分 普通 的 。 

BARS BEES AE BOREAS BUT LEER DUERME TU. ROTE 
的 坐 株 系 可 以 使 某 些 定理 的 证 明 容易 一 些 。 这 里 是 一 个 很 简单 的 
说 明 。 

设 9 是 C 类 函数 ， 它 定义 在 本 中 原点 的 某 个 邻 域 上 ， 并 县 
g(0)=0, 粗略 地 说 ，g 的 零点 所 组 成 的 集 可 以 膨 作 是 一 个 通过 原 
点 的 曲面 ， 如 果 我 们 不 考虑 某 些 相当 坏 的 情形 ， 这 种 想法 是 正当 
的 。 假 定 (2g)(0) 关 0, 也 就 是 假定 在 原点 9 的 梯度 不 是 0, 那么 ， 
我 们 能 够 证 明 集 5= (0, 9(4)=0) 是 在 不 点 附近 的 一 个 真正 的 赐 
面 、 当 然 ， BEER IRK 也 定义 出 间 一 个 曲面 , Fim, HA 
是 C 类 的 函数 .使 得 有 (0) 二 0. A f — gh, 那么 ,在 原点 的 一 个 小 令 
域内 了 和 4g 有 相同 的 零点 业 。 现 在 要 间 的 是 ,如 果 我 们 给 了 f, È 
定义 在 原点 的 -个 部 起 上 ,并 再 是 已 交 的 ， 在 8 和 原点 5. 那个 部 
域 的 交集 上 ,如 果 了 为 0, 那么 , f 可 以 被 9 除 吗 ?: 也 就 是 谥 ,我 们 
能 不 能 写 出 了 = gh, 其 中 产 是 原点 峙 近 的 - "Ou 

XTGXA APER, WRH EMS ARRIA? 它 告诉 我 们 
4 是 坐标 函数 eL 中 的 一 个 。 为 什么 呢 ? 因为 (Dg)(0)#0， 记 以 
9 ROJAS fS UTE ERR AE O. Du E dh, WECI g)(0) 360, 那么 
我 们 用 9, 22 和 x3 作为 R p RERO HS Abs 映射 

FE) = (g(z), v», £z) 
是 全 类 的, 它 有 Jacobi BB. 
= 468 « 


vv T 


Q 0 i 
dot /= Dig, 因此 det FA(0)*0. 选取 原点 的 邻 域 口 使 得 

TD1:l 地 映射 到 磺 点 的 某 个 并 邻 域 上 、 EJ EU EEC 类 的 ， 
x. f 在 SNU= (i €Ug(z) -0) E290, 那么 7 EV i 
C 类 的 , 并 生存 F(S) - (y CV, yi=0) E29 O, 明显 路， i 
可 以 被 7 涂 如 同 证 明 feFU up. WEZ RIRAL) 
这 样 的 问题 f EIRENE JE Cia (0. 3€ EL £ XE E a s 
240. HEH fach, Kp Ad (X 少 是 ) 连续 的 , 这 A5 " 

s, 

Ekkan- AAT RDNA Mobik, 22kgu7; E 
gn, 2» 2,) =0 MER. 09 6D.9)(0) h, ERRERA 
可 以 用 8， zz, 2s 作为 坐标 。 特 六 地 ,在 原点 疯 近 我 们 能 够 将 m 
ANS J, Wa 各 wa BJE: T = pM, $2, 23) = 人 (多 Ri Tas 25), 22, 
$34). 3Ubi RAIRA UH IS A LAKA m p (0, Tzs t). (bu 
之 ， 关 系 式 9 (Xi. 22, %3) = 0 意 昧 着 可 以 确定 21 m» b xa WA 
ud JEEXECRRRCEME SE (Dig) (s) 0 的 点 的 附近 成 立 。 这 是 下 

给 出 的 基本 结果 的 一 个 特殊 情形 。 

ius (BARER it WER" 的 一 个 开 于 集 ， 五 是 从 

WA BE" 内 的 一 个 连续 可 微 映射 , Scr (a; 0) 是 全 中 的 一 点 , 使 得 
F(a,5) «0, aani m 
(8.52) -[ODXaf0Q055)]. 
是 非 奇 异 的 ， a 的 开 RERU M bH PRT, 使 得 当 
EU 时 ,有 众 一 的 一 点 f(z) EW, WE F(z, G(x)) = 0。 这 样 定 
义 的 他 是 连续 可 微 的 。 

证 明 ”定义 一 个 映射 
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和 
W—> pem 
为 Fle; y) = Qs F(959)), AF dE W LESTR. Fay Jacobi 
S ETE HAUS, 


dar 
l [D; fi] CDer fd 
特别 的 ， 

det $” (a;b) =dot M, 

这 里 MAES). HBBE, det M0, RPEN E 
理应 用 到 映射 首 以 及 点 (4;5), 我们 得 到 (ai D) 的 一 个 开 邻 域 ， 在 
gs REI 1: 的 ， 并 且 有 连续 可 徽 的 逆 有 映射 。 我 们 可 以 假定 
ARREU xV, Hp U EaR, V 是 的 邻 域 。 

FRFR, EELE F(U x V) E, FQU xV) F(a; b) 
= (a5 0) 的 一 个 开 邻 域 , 3x — EIE 238 Cn ERAI (s F (o, 9)) 的 
HK. WEeCU, XE y €V, MERE GORAK v), 则 
XE X, G(v) - y. 

BAR ERTA e e SUA ERREUR B 3e, OX dp SE JR (c 
fg—fik69, RA A HER — IR am (au … 0) 和 BRB" 内 一 点 
b= (bis s bm)。 假 设 我 们 有 mr 个 函数 fiss fas 它们 在 RY” 
内 一 点 (ai » 的 某 个 邻 域 内 是 C! 类 函数 。 我 们 感 兴趣 的 是 R” 
中 的 这 种 点 (zy9) 的 集合 ,它们 同时 满足 mr 个 关系 式 E 

fim,e, Zus Yis ts Ym) 70 
| Í mlt ey Tas Yis s Ym =D. 
ER 0B EX FE A, RRETIK TR E: 
fo trs fn) Lasso 


Da y Ya? 


C(ARGEEDRUARGEGSIPALAO. MEE -4 XP < 的 开 集 U 和 一 个 
XT b 各 开 集 六 能 得 对 每 个 <EZ， 存 在 上 险 一 的 一 个 g%EE 矿 ,对 于 
这 一 对 Zz, y, (8.53) 中 的 好 个 关系 式 成 立 一 _y ERR E T cin 

Jp XV. HR EU LPEE WRI BAR A. 78 
qUETAUXV EJ GOD NEU 

y, (Rts t, m), | 


(8.54) 
Jm = (ris i, Ta), 
由 于 关系 式 i | 
(8.55) — fim, s Bes gb s Jm) 70, leri, C | 
在 了 上 是 重 等 式 ， 人 gw 的 偏 导数 ， 利 用 链 规 
则 ,对 c, 进行 微分 ， | 
pa (na) + $ Ê p (n G(2)) 28 (0) =0, 


LR 
Bao” ^" Om, 


的 组 性 方程 组 。 因 为 花 数 矩阵 S | P 


Dfm ... Ofm 
ðY, ya 
在 (mo G(z)) 是 非 栖 的 一 一 它 的 行列 式 是 


Fis ye 
ROT tty Ymd e GG». 


于 是 由 Gramer 法 则 ,就 可 以 得 到 方程 组 的 解 ， 
. 41-5 


E Cfi s. fu 
Ogr le ens ty Ags 715, Ymd 
Or, TENES, e 


EY1, tts Ym) 


右 端 的 Jacobi 行列 式 痢 是 在 (z; G) X. M AY» 


Ym) ERA v. IURE V. 
自然 ,总 的 说 来 , 最 后 的 那些 方程 涪 明 ,车 FS Cs, 
G= (Fis 25), Dt 
— F(a,G(a)) =0, 


X Vig) FG -0, 其 中 
ER UxV,. — 
G(z) = (a G(2)), 
Td | 
E! (2, G(z) )G'(z) «0 


现在 (下 + 和 2) x k Jacobi 矩阵 Œ (2) 是 分 块 的 ， 


PET E: 
G (=)=] d 
Kp IE kxk ERER DS DRJBIBGS 
, OF, ., 0f» 
ap | MR. 
Eu eme ， 
Bfn ... Ofm 
Öz Cty | 
r Of. . 2fm 
y, ey, 
me. e 
"d 
i ay. afn 
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t$ Tis 15 


t$ f, 


3875 8 F^ (25 G (o) (2) = n 
S Q3 (2) € 5. (2, G(2))8 (2) - 0, 


» 


G'(z)- - (和 D 


粗 路 地 说 , 从 五 (xz, y) =0 中 我 们 有 


` aF 
Oy . de 
ar dF * 

dy 


《 记 住 , 这 是 无 意义 的 》 

有 时 外 ， 我 们 应 用 上 了 上河 已 经 讨论 过 的 隐 函 数 定理 并 不 见得 十 
分 简洁 ,所 以 我 们 要 建立 定理 的 其 他 形式 , 设 2 是 瑟 内 一 点 ,五 是 
JA p (lg —4- SERE R^ 内 的 连续 可 微 映 射 ,其 中 ms<n。 其 Jacobi 
矩阵 了 (Pp) 是 一 个 wxn ie, LBE E (p) nt JI. F'(p) 的 
秩 =m。 那 么 存在 部 个 足 标 icc cius 使 得 

2s s Fa) | op) xo, 


Otis ty Bin) 
Bi REN T DU T-ROR, ADI E PANAMAN 
S-(G F)-Fu. `! 
那么 在 & 上 靠近 2 的 那 一 部 分 内 ， 就 能 够 将 坐标 mus n, n 表示 
为 其 余 4- 哟 个 坐标 的 某 些 连 续 可 微 画 数 。 


3 B 
L. $ flr), g(2)-m. HRABRA eps: 
(a) HEEP HE a rohi 


(b) EO ns tpi EIU 1:1 my 
(c) dtm RIPEN 


(d) X TEE WI B bU, E ref] 2. CE HERE TE E 3 2 
2. if (z) =z4sia E zX0, 3n f (0) - 0. 


(a) 证 明了 属于 实 直线 上 C! RER. 
(b) 证 明了 的 伪 成 是 开 焦 ,但 在 0 的 任 一 分 域 上 不 是 1:1 的 。 
3. 证 明 , 若 了 号 -一 个 实 直线 上 C1 类 实 值 函数 ， 并 得 是 局 部 1:1 的 ， 
Wd fOR)2RJEfS EL f 3 411 的。 
4. ix fA R ARANESI ES) C' 33m. Bg (2:2 0} 
上 上 Fr) =0。 证 明 (2) 2mig(x), Fop a ARARA AD eR. 
9. KMA ERRIRE T. D: anf F 3e C* og, m) 已 也 是 C* 类 
fr). l 
6. 设 严 是 从 RE Riej 
F(z, y) = (r. £? v y?), 
(a) FRETA? 
(b) ERE F (e, y) 是 什么 ? 
* (9 在 那 种 点 (> y) FEAR 1:1 的 ? 
T. EF MX R? 到 R? ARRS: 
E(x, y) = (er cos y, e” sin y) 
(a) WRR (DP) (x, y) eft (1, y)apox, 
(b) HEEREN. Ry. 对 每 个 开 集 U. F(U)RTAR. 
(c) Ait FREIEN. 
(d &F(RARI ZLTRSUEDUETTSU,SEGFHRU 1:1 地 映射 
SEF(RY) E... ——. 
8. 参见 8. 41532 T, RUBGUMUNGEREGERI, 车 


u- c 


A — ERI N MFO GEUN EN) RE — REA. 
9. 考虑 R 上 实 值 丁 数 
f(x, y)uzx!eyt-5, 
在 (2. D BIA SEIL D i ICE FUSE ZA: de (v/ 5, 0) mi UR 
pyu? 
10. 设 我 们 所 讨论 的 每 … 个 函数 都 是 C! 类 的 , 并 且 从 方程 
f(x y, 2) =0, h(x, y, 2)-0 
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AER u 和 > LRELIM CE 是 什么 ， 


1. 翁 设 隐 函 数 定理 成 立 ， 利 用 它 证 明 北 映射 定理 。( 提 示 : 考虑 
(s, y) «x- F(y)). k 


8.6 变量 变换 


我 们 现在 转 而 研究 “变量 变换 ?定理 ， 在 分 析 中 有 时 称 为 代 换 
定理 。 一 维 的 定理 说 , VEA EREL, 0] E89 n T 3E, 我 们 要 计 
算 


| ICOLA 


4 2-9), 它 蚌 我 们 给 出 的 一 个 光滑 函数 ， 它 把 e, d] 映射 到 
[a, 5] E. #H g 20. WA 


fhoods - l'atetoe'coat. 


Ti: Fa AES EE [E p GE ——9 Rh 
D= gil, n, 18), 


Ea = gn Eis r da), 
n. 

严格 地 说 , 设 我 们 有 

Uy. 

其 中 

(i) U,V È R REFR. 

GD GG 是 C1 类 的 。 

(ui) Git URRE 1, 3 ELE 2:1 n9. 

(1v) gise V [det G” Ce)#0, 
REPKE AGLI), WMOSG) € L(U), 并 县 

e d75 « 


f away={ (GG) [det G^ Goo Ld, 
L4 v 
当天 是 可 测 集 召 的 特征 函数 时 , 这 一 结论 是 说 
Tous | det G^(s) jde, 
3k 36, RALAR, AARU BO PEUT 8, WA 
- an(G(A)) - s läst G^) de, 
引 理 1 车 卫 是 六 内 的 一 个 长 分 体 , 则 
(8.57) m(B)=| |. idet G”) jdr. 
: Gu) Y 
证 明 留 到 以 后 去 证 。 | 
引 理 2 车 引 理 1 对 某 个 映射 全 成 立 ， 则 人 G7! KFR R 
射 为 零 测度 集 。 
证 明 ”作为 习题 。 
3183 若 引 理工 对 其 个 映射 G 成 立 , 风 对 每 个 4E LV), BR 
数 (2G) |det G^| 在 LU) 内 ,并 且 
(8.58) — [ handy - |, i0) 09) (det Gr(z)1az。 


证 明 Hs EAE ECSR S, (8.58) Br PP ROC CES ZE Fc ig 
IE KAA RARE EL) P, XE Ae D(V), SG BI 7] 
Us), 使 得 

(i) 每 个 加 是 一 个 阶梯 函数 


Gi) [la-hl0. 
Ciii) lim hu) = RCY), a.o, 
Hi Gi) S tH 
Aims f [h - fl e 0, 
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i£ | 和 一 加 | 也 是 阶梯 孙 数 ,对 它们 应 用 (8.58), 我 们 得 到 
im |, IAG (22 - h(G(2)) | [det G^ (224a - 0, 
ARTE 


Uw) * .(G(o))]det G^ (m) iu 
ET UEL (U), 并且 


lim { IUe) -Dolan=0. 
PPS US 
lim Usla) KEG a.o, 
于 是 ， (eG) [dos G' | Æ EXU) 内 ,并 且 
| : | AC GO) det G^ (æ) lde = tmf U,(z)dz 


- Uim |. ETTE p Mudy, : 


PAER KE Fin oe qu 
定理 10 EU, V A R HFR IREE :个 映射 
um ps V, D 
使 得 
G) GIU Xu. 
Gi) G 是 1:1 的 。 
(iii) does CCz yz0 x€U, 
mhe L T), 则 (4G)det G^ 3c L(U) 内 ,并 县 
Pia f eito o 
关于 证 明 , 我 们 要 注意 这 样 一 些 事 实 。 
O G) 当 m=] 时 ,定理 成 立 。 00 
Uc Xb) SESSUCSG, "—— PITT ‘CV, 有 
ZX7 。 


(8.59) m) s (idet G^ (x) |da, 


Wii RE We nf EL do dk f8. 

RITER G, 

(c) RER M IET FU AR PERS ENIE E 0039] G 3S ug (8.59) 
WAY. xOtP E. 

在 GHE) b, det G^ 50, 
TE G^'(E) E, Dg 有 恒定 的 符号 。 

在 我 们 的 定理 中 ,这 些 条 件 是 满足 的 ,为 了 汪 出 这 一 点 ， 我 们 
用 网 络 将 开 集 三 划分 为 省 洛 KFR. RIRE, GARY 
WE SEXUM dot G^ yE GHE EAERI, YE detai 0 的 
任 一 点 , AE dei RC Dag, 必须 不 等 于 零 , 因此 我 们 能 够 选取 长 方 
KEE EIJE GHE) 上 ge: G AMERI G AA 
Dg, fex HS EAR EI E RAEE CHORO PRI NUT. 
我 们 就 可 以 认为 (0) 中 条 件 是 满足 的 。 因 此 ，(c) 就 是 我 们 必须 加 

以 考 给 前 唯一 的 稍 形 。 

HE RT HEARRE 1 mae, n= m, gE 
PIANE- EEL 现在 我 们 要 证 明 , MRM n- Lar, MEE 1 
X] n RGESOALIE. UE ERI GE PAn Co) rh BEBLAERE, 

RIS kA 

G^) Dm 
2 
F(m, -,2,)—(gi(2, ty HY), Eos rt, Fu), 
COUE SDRE TE n—1 HEURE RR, 
一 底 应 用 于 觅 射 Ge. F-! 
一 次 密 用 于 号 射 严 1。 
EAR OXER S BEMA n 到 Br 内 的 , 然而 , f$— NUR ACT: 


dede. 


考察 R 


8-5 GE), | 
HAAFRE1iGGM, DURO AE XL E719 ERNA TF, # 
z€8, ju 


Fn, s p) = (ms, to n n), 
其 中 
l SSCA Zos ts Sahe 
KERELI. ROS, WMRRMEAE z tn IKA “D, g fü 
定 的 符号 ”这 一 条 件 告 诉 我 们 g ER B (m= j2, …， n) 
FE 1:1 à, 

AU FARIAKGSUE x3,…， Fa 所 以 1 HERPES VERE AF 
TIU RRUGE. RIRN AE FI, [EE SEA] FS 定 2 '''y 
z,, AR I HERES g: 

ga) = F7, 7, n) Meg m t 
其 中 
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gt, S82, t**, Za) = Zl. 


puni 
[hcec | cg gt) pat, 
p 


pP un Daf i Edo 

0 i Uu. o 
(471) (2) = 0 -D 1- 0 
1 
| 


Bp) 
doti EO 7'(29'(2). 
RERET. UE, RUTA Sp Go F7! 
(Gas F7) (n, n, n) Yn), 


qi m- žia 


Ya Ha Lrg 23,4 007, 2135 


Qin, Zey on, AJER 
Bia. Loo M TERE, NOR dix X Og 
lr d Eat G.F-Vin t RC! ERRA. 
"qa. 如 果 我 们 国定 各, WAR 

Sa = (ES: mí(z)2a) 

被 Ge FO habs 
E od yin) 

bctm5pne dme GEM, 我 们 就 可 以 计算 


mae d PRI Lr DRE OE. s » v 
ni 124) 7 i dot Hy ed 


LA 和 。 


其 中 UH, ERN 


Bah rnEeE onis e A). 
AREH- GFE (og. SUD BD Hoan 这 是 容易 的 。 
H = (has eeg ha) 


hitu, sss tin) —- c, | 


I Due do 4 
s 2 1 Dh, m DiR, p 


H’ (z) ; 
Aor Dy o 2 TEN 
Lo Q se n0. M oc $ (t 


DÉ 


H'(2Y- j 『 


ue t€ " d 


y tD, 


Pi Li det H7, (zz, .…, Zu) = det H'i)s P "E "T 
mE.) b: deb JI' (2d das, 
现在 pet. 
mE) = [^e Q4 7 fe det H’ {z} dzz dz, 


ET 


base 


zi det M'di: du, 


T mer € auis 
| H'a) = G'CE (2) (87 (2, 
于 是 


mous J. det G^ (7 (9) detCIr-ty (ddz, 


REMENE F PEU EE T :应 用 于 GF 那样， 我 位 


= 
exo: 


， 41> 


mE) = NK G (ada, 


R PLENE 到 "内 的 线性 变换 ， 则 对 Br" 内 的 每 一 个 
TWR S, HR fk LOS) 是 可 测 的 ， 并 且 它 的 测度 起 rm (L(S)) 
= idet Ljlm(8), 

证 明 者 七 是 韭 奇 异 的 ;这 时 定理 中 的 日 = 工 ,应 用 定理 ,那么 
det G^ 等 于 det L, 它 星 一 个 常数 ,关上 法 合 训 的 ,那么 象 上 (RD) 是 

的 一 个 真 于 空间 ,因而 其 测度 为 0, 这 时 ,结论 成 羡 是 平凡 的 。 

这 个 系 比 变 鼠 变换 定理 更 基本 ， 它 世 可 以 用 其 他 方法 可 接 证 
Bj, 然后 再 用 它 洲 证 明 冠 理 10, 并 进而 证 明 哟 一 般 的 结果 ，。 

例 7 一 个 基本 的 例 弛 是 极 坐 标 。 读者 可 能 在 微 积分 中 已 经 
熟悉 它 了 。 设 

= ((7, 0),r»50, 0c8«2n), 
G(r, 0) - (rcos 8, rsin 0), 
WG 1:1 的 ,并 且 将 口 映射 到 
F-HRH— {rx D); w=>0} 
上 ,我 们 有 
cos0  —mrsinó 
en 9)=| sin 8 M 
det G'(r, 0) =f, 
EH R -V ROESBOAXBE. BODL L(V)-LU(R,. ER 
lo jih, ASEE LAERE, W (7 cos 6, rsin 0)fE 
U rap £,3FH 


| $e fir cos 8, r sin 8)v dr da 
R u 


z L NIC cos 0, 7 sin 0)r dr dê, 
D 


(a) id 
a 482 。 


D c 1 qu 2x 
fe, y) T wiy ; Hy n 
i f(r cos 8, r sing)| = : . 
BELA JU IRI TES HETA RS 
Arf". . 
"a ED "x é 
P: Ri i f i dr d6 = 2zxrg« oo. 
(0) BEC RGHR 


| Ud 


的 计算 。 亚 然 ， 央 为 对 通 妆 AU r, fj enfe, 所以 f) 
=e PER 上 可 积 。 注 总 到 GH 于 0) 


2 pe NS ^ 
( IL ) - | ede | e y= | At) de dy 
T : Jr 


oc —92 


arf "aac 
= [ [ e" rdrdü- [7 T ve "dr 149 
Jv J0 co La J 


Es 
2 


1) 


PME i - 
] 2 i dg T. 


l. PEERI qe is n 


一 一 -. 
o [d 
M! 
t 
& 
A 
a 
S 


48 
并 用 Bubini REE E B BERUR h fbit 
2. FUA EGG RH, 
3. GU R? VOMORIU SEES (r, ps 0), ISLAY ABU ENILE 
公式 


“了 


m(E) -| flr, p, fdr dp d, 
iHi f(r, o. 0). 
4. s& 
B(0;r) - ire Rt || xr) 
ell El? 
5. 3k 


p f, f CAR dr dy dz, 


"0. GG Roe Cine, CENA UCAR. 映射 到 Rh qs. Xit 
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附录 . 集 论 初步 


. A.1 WAAR 


先 介绍 -- 些 基本 术语 裁 们 常常 要 淡 到 集 , REIREI R, 
丽 只 是 澡 集 是 某 种 对 象 的 全 体 。 在 各 种 不 同 的 场合 , e odi M TRAE, 3€ 
或 族 。 集 只 中 的 对 象 叫做 .3 的 插 叶 .元 间或 S RUN. E = 是 有 网 元 素 ， 写 作 
z€S. 我们 往往 可 以 通过 给 出 拷 中 元 素 的 -部 规 则 来 规定 一 个 集 。 为 了 表 
明 这 种 这 则 , 一 种 简便 的 记号 是 (e; …}, : 读 作 “满足 … 的 一 切 工 所 成 的 集 ”- 

介 是 简单 而 又 基本 的 概念 , 经 验 指出 ， 大 多 数 人 大 能 迅速 了 解 这 个 切 旬 
概念 的 含义 。 然而 ; 瑚 意 谷 用 集 的 术语 ， 却 会 产生 问题 和 术 匣 ,但 这 闷 是 外 于 
多 话 可 以 说 清楚 的 。 我 伯 将 试图 回避 这 种 难处 ， SIUE SLE ES D EE 
A. HUBS] ARTEA E EBEE A 7e gr S, Vk 
不 能 确定 每 一 个 < 是 不 是 这 个 集 的 元 系 ， FR n Hd iei Érguarehit Ht 
Bis. 

如 果 信 的 任 一 元 素 是 集 了 的 移 素 ， Ems CUE WE usw 
T Sg SOT, X SCT, H SAT, Ws MAT ICE. 注意 , 任 -- 
集 是 它 壬 鸟 的 子 集 。 没 有 鞠 寒 的 集 四 做 可 疾 ， 记 作 多 。 空 集 是 任 一 全 的 子 
2. | 2 

集 S 和 集 T 的 并 是 集 SUT, CARS RT BUSCAR UK: 

SUT = {7; res rch 
SiuTixAEWESRT, RETE STO SUE s 
SnT-(; x&SizeT) 
我 们 总 有 
sn TES uT : 

dts “或 > 并 :不 妨碍 “和 sm 9 可 能 性 

WER S WHBT hs d 

ET T =Ø, 
KST ——(— 
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TETS HA 
S-T-izc5; r£ T). 

如 果 在 我 们 所 考虑 的 问题 中 、 在 在 一 个 “公共 的 * 亿 3S, 我们 感 兴趣 的 都 
是 这 个 集 3 n9 7 S ET 关于 的 余 就 玉音 地 叫做 了 的 佘 。 

S fn T Bj Cartesian R (AF) ZEE Sx T, Bs ESH, 在 中， 则 
Sx T -WODI NHAR: 

SxT-[(5 DA Kes, fen. 

REPREHENE AR”. —HEBSRASES E: 

0) —X# D, Y; 

Gi) 一 个 规则 f. S DO r E Y HAARR f(x)。 
X FE, RIEF f 7E. D SE Y. 中 的 一 个 函数 , 并 写作 

Day. 

Duik f HEX V iig f icem. COSQUPHICSESR RET ENT. 

其 实 ， 我 们 的 定义 不 是 在 严 快 意义 下 给 出 蕉 ， 因为 在 定义 中 使 用 了 规 
则 ”这 样 的 河 , 而 什么 是 规则 呢 ? 我 们 将 讨论 函数 图 象 来 进一步 阅 明 说 数 的 概 
^. BI IOBeETDxY 的 子 集 , pit TEE 

G={(r, f(x)); z€ D). 

Cartesian MM Do. Y ZAFT, BELDEDE PHRA. 2 
Gi DxY HTE ITG AADF Y vh gu SR P SE 网 答 是 : d BGRCS 
AMáj—^ ze D, 在 了 中 正好 有 一 : T 使 (z, y) € G,. Tib A oe EO 
一 村 焦 的 特征 全 学 EA ent EX. ix i 

设 子 是 函数 


Day., 


XTRYU-ru5, 工 在 上 下 的 道 象 是 
FX(T)2 {rE D; fr) ET}. 
fut m sev ns 
irr f(x) - yl. 
{实际 车， SREE np 0$ 8D.) ARRA e DER 


C4 PISTE fout nasi m) ism sx A E F 下 的 象 : 
(4) = {yEV;Yy= f(z) 对 某 一 -xX€ AF. 
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fu fU», BRE f BRE, duagd fu. UR SREY, g 
Vi fot ADEJY Ea Ce aibi S iv bmp). 
Kriis f ai 
DERA tirz, 
ES uja 1:l (f E—- -对 ' i H MRH F) = 了 (xa) TE 
T= RAN ALLI 时 WAE EO CGE Raa reg. t3 
Ein T: 
D i Y, 
(9) 号 (唯一) 点 TED, 使 y=f(x)。 从 吕 到 站 上 的 一 个 1;1 函数 也 叫做 
呈 航 元 来 和 了 的 元 素 之 问 的 一 一 对 应 ， 


D EN Y Rm Z, 
它 定 义 了 复合 | 
pinz 
其 中 
(gef) - a£ (2). 
例如 Z; f A 151 的 , 26 Leo SOR SUO LRR RMA 
f i 


D——y- — D 
复合 ff ED EHE mm 7: 
I(r)-r. 
Jum, fef Y Lite Sins. 
EYER Y rng GC) PERUCE T Se 3x 8E 
Z,-2(1,2, 3, =} 
到 集 Y cpu. Y RBS RAUS TE UH 这 是 函数 


z.-LYy 


而 f(n) sy. 
有 了 时 也 对 集 的 序列 作 些 讨论 。 涛 {S,} 足 集 序列 , 我 们 作 并 和 交 
US, = {r; rE $, W nh, 


[ 1$, = -z {r;e E Sp ZHE cn). 
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有 时 也 讨论 不 是 以 正 整 数 为 足 标的 集 族 ， 如 集 族 Sa <E Ah EREN 
«€ 4, WR Sar wy: 
Us. [ISa 
的 含义 是 清楚 的 。 
我 们 采用 选择 公理 的 观点 。 ARAMA: 省 {Ss; aE A) RAE ERR. 
交 的 集 族 : 
S.A, 
SaN Seo, L2 
虽 存 在 一 个 集 ， 它 是 由 每 -一 个 Sa 中 正好 取 一 个 元 素 组 成 的 。 《粗略 地 说 , 有 
- -种 方法 ,可 以 从 每 一 个 集中 选择 一 个 元 素 。) 由 于 证 面 购 理 册 ,我们 把 它 叫 
修一 个 公 盏 (假定 )。 它 下 了 什么 结论 , 它 蚌 说 , 结 定 {54; we A, AEA 
则 ( 国 数 ) 去 选取 一 个 元 束 zeE Su. TEE. 确切 地 说 这 规则 是 什么 呢 ? 由 于 我 
们 未 能 确切 地 说 出 来 , 因此 只 是 很 定 有 一 个 规则 而 已 。 


A2 # ia | 

对 于 一 个 集 有 多 少 元 素 这 个 辣 题 , ER 此 有 有限 集 要 复 染 得 多 。 AMIE 
tegl, 2, 8, ) EER BTR 4 6，…j} 有 更 多 的 元 素 * 
然而 , 如 果 我 们 这 样 编排 集 : 


«ovt on c 


1234. 
(R46 Be 
fui$—MEBEEILE—ITAEDCREREInTOKENBEUUE GUT. ENTA A 
这 点 学 起 :如 果 在 无 限 集中 希望 比较 两 个 集 所 含 元 素 的 多 少 ， 至 少 对 “多 于 
的 直觉 观念 应 有 所 摔 述 。 实 际 土 在 无 当 集 情况 下 ,直觉 的 疯 念 是 被 推导 
T. PINZE, «dl,223,-) 比 集 (064, 6,-…} 有 更 多 的 元 素 ,B 党 S 
是 了 的 真子 集 , 则 了 有 让 多 元 素 。 但 现在 ， RITERTEHEOUEINAETOR TURN 
集 的 元 素 是 一 祥 多 的 ， E s5 D 

一 个 集 有 多 少 元 来 ， "——— AX 
们 只 打算 谈 一 下 河 时 两 个 集 有 相间 数目 的 元 素 。 设 3 UT VENIS MRE 
S 的 元 素 科 下 的 元 环 之 间 存 在 一 个 开 1 对 应 ， 那 么 就 说 8 FREE SDN. 
S 和 7 有 相 洽 的 势 , 这 意 昧 着 存在 一 个 函数 ; 


En sI p. 


J(S) 2 T, 并 且 函 数 了 是 1I:1 的 ， 

关于 势 最 基本 的 事实 是 : 假如 8 和 人 是 集 ， 存 在 从 号 到 人 中 的 131 - 
Wc dei PP e S 中 的 131 ago IS 和 人 有 相同 的 势 ， 直 观 地 , ET EP 
MSE - 样 多 的 元 素 , 反 过 来 也 一 样 ， 则 它们 有 同样 数目 的 元 素 。 我 们 不 停 
Wu REEF (EXRIUUNSIS SIND, RNR RFH 
况 。 

HURA S ESRR 存在 正 整数 4 二 使 S RI, 2,3, 内 有 相同 的 势 ， 
S 就 是 有 限 集 ， 一 个 集 如 果 不 是 有 限 集 就 是 无 限 业 . HN-AMHER AES 
示 凡 如 整数 集 和 侦 整 数 集 那 样 的 相同 现象 ， 即 作 -无 限 集 可 以 和 它 的 真子 集 
建立 一 一 对 应 。 如 果 集 S COE ec mo foie, ESET 
列 集 。 可 列 和 的 术语 起 源 如 下 、 l 

SI WERS 是 可 列 的 ， 当 且 仅 存在 从 下 wiks UBIS E. di 
就 是 当 且 仅 当 存在 序列 {x,}, HER S. . 

(i) 对 每 一 nn, rE S; l 

(i) 车 zES, MHA --n, = 

WA AS PEDE BOR RON TUR: RRAPI, pates, 
RUE GRA An {E e= Ty 255 dri, UPS Ez xe). X RDR 
定义 zx = zi， nb 就 是 我 们 所 需要 估计 区 。 E 

所 以 ， ESTARTA iisen m» po o 即 非 空 可 列 集 是 序列 
Ts. i Mme N 

定理 A.1 可 列 集 的 任 -- TRETA. E E. 

R GUSSACRPMEUELRT JE S 的 子 集 ， TEE IERE, BIS EE 
的 , 并 且 有 序列 {7,}， 使 S 是 它 的 象 ， | 00 0 js 

S sirs REZ), 
n REB LET UNER k., Mon. b (8 kom JP Ho x6 T K f 
小 正 整 数 ， 如 此 继续 做 下 去 ， TANE 整数 加 <ma<rma<…， W n hj 
kona 和 工 -E 7 RDT ER,. 
LE EJ t; Tu, 


^N 


mn HIR. 
Ko Si JP A Bau SR Edd 
定理 h. 2 设 {5， } 是 可 列 集 的 说 列 , 划 并 “” 


US. 


是 可 列 集 . 


证 明 显然, 我们 可 以 设 一 切 5S, 都 非 空 ， 于 是 集 5. 的 元 素 可 以 排 成 
S, m (na k € Z.. 
于 是 我 们 可 以 把 并 集 的 元 素 接 下列 方式 排列 


Tno Xu Ta Za ubi 
ys d. Ta Tn TT. 
( x a ZXs2 b EE] a e". 
Tu Eit gn aa e.. 

a * * $ 

e. . hd Ld 


» 
E 一 切 有 理 数 所 成 的 集 是 可 列 集 、 
证 明 有理数 可 写成 m/s, 其 中 四 是 整数 而 中 是 正 整数 。 对 每 一 1, 令 5, 
是 一 切 数 m/s 的 集 , 这 里 tt 是 一 个 整数 ， 整 数 集 是 可 列 的 , 由 定理 入 .2 或 按 
下 列 方式 排列 
12 34 5 us 
01 -12 -2- 
得 到 集 8 的 并 也 是 可 列 的 。 


读者 ( 邻 后) 将 十 分 熟悉 上 述 这 个 系 的 本 质 , 它 实际 上 就 是 正 有 再 数 集 可 
烈 这 一 事实 。 而 正 有 理 数 集 可 列 也 可 按 下 列 方式 排列 


得 出 。 


定理 A.3 实数 集 (在 ~- 条 直线 上 的 点 ) 是 不 可 列 集 (外 是 可 列 的 )。、 
"490 * 


ud KETY EE ri, Sesh BREA kai T. Tusdmg 
任 一 了 DB ORG: 
z-0.a,0,0,, Lax, 
ERRORE- OCA PUIEUS ER 9 ERRAR. IM 
0. arara, 999... 
和 小 数 ] 
- 9. |. 0104: = (a, 1 1)000... 
3s Te] — 36s 这 是 -个 技术 In. 2 
设 有 0<z<l 让 的 点 加 ng t. T3 $1] {zn} 的 象 不 能 充 冲 区 
间 { 固 此, EC IR] AZ p 2: iio. De d EET. tg db CAD: 
Xi1 = 和 
Ta =. 00d" 
Ts = 全 .caslGa2G44 te 
我 们 将 要 职 凡 一 个 数 x, Ore, ERE tis Po, Za 0e IR, R (1X Ms omonJ 
MARR. 对 每 一 n, 选择 整数 au Omlos«l9, 使 oa 令 
l  $20.018,0,-- 
Nj zx 夫 ro。 这 是 因为 了 的 第 站 个 效 字 不 问 于 zQuu nici. MUS 
于 小 数 表示 中 的 数字 RHET RES fec RC TIR] Cn 9 mi d634). Ae, RR 
数字 ap 使 Oca c9, 让 及 lau 70,22, Miti- n, MART Ern GE " 
已 作出 了 -一 个 x， x. MEVGRTE f; Ta Ta e]. BEJA F= 
序列 不 能 充满 区 站 。 
证 是 ， 虽 然 有 理 数 集 的 势 和 正 整数 焦 的 热 悦 则 ， 从 与 实数 集 的 势 总 不 寺 
f. 实数 集 有 更 大 的 势 。 我 们 育 再 出 问 :在 实数 集中 是 否 存在 一 个 子 集 , V0 
KAPIR, IET RAE 床上 成 集 的 势 赴 析 同 ? 这 是 一 个 极其 复杂 的 器 
题 , 它 全 数理 有 逻辑 学 家 思索 了 好 多 年 ， 几 年 以 前 才 完 全 解决 ， 不 明确 的 回答 
Je: RREA RE IE BHE ER E 也 示人 能 吉明 没有 这 样 的 全 一 一 除非 , PENIS; 
AO Ani REC. 数学 在 逻辑 上 是 未 协调 的 。 
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